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INTEGRASI VEKTOR

INTEGRALBIASADARIVEKTOR.MisalkanR(u) = R1(u)i+Rr(r.r)j+R3{u)ksebuahvektoryangbergan-
tung pada variabel skalar tunggal a.di manaRl(rzl' RJU)' R3/u/kontinu

dalam suatu selang yang Citentukan. Nlaka

J*t,,a, = ,l *u,ra, * :{ n,ru)du + uJ *"r'r"

disebtrt integral tak tennrdari R/rrl. Bila terdapat sebuah vektor Vu/ sehingga R(:,;) = f (vrl), ,ur.,

! *,,,r, = { *o*rl r' = s(u) + c

dimanacadalah-yektor konstan sebarang yang tak bergantung padau. Integral teiiu a;rtata limit-limil u = c dan

u = b dalam ha.l demikian dapat ditulis

* "lb = s(b) - s(o)

Integral ini dapat juga didefinisikan sebagai limit dari jumlah dalam cara yang analog dengan yang pada kalkulus

integral elementer.

INTEGRALG.{.RIS. Misalkan r(u) = rir1i + y(u)j + z(a)k. dimana r(u) adalah vektor posisi dari

(x, y, z), mendefinisikan sebuah kurva C yang menghubungkan titik-titik P1 Can P2,

di mana u = ur dan il = u: untuk masing-masingnya.

Kita menganggap bahwa C tersusun dari sejumlah berhingga kurva-kurvadimanauntuk masing-masingnya

r/r,ri memiliki turunan yang kontinu. Misalkan A(x,y,z') = Aj + Ari + A"k sebuah fungsivektordariposisi

yang didefinisikan dan kontinu sepanjang C. Maka integral dari komponen tangensial A sepanjang C dari P1

ke P2 , ditulis sebagai

f"n-0, = fn-r, = [n,dx+Ardy+A"d,uP, uc Jc

adalah cohtoh dzri integral gais. Jika A adalah gaya F pada sebuah partikel 1'ang bergerak sepanjang C, maka

integral garis ini menyutakan usaha yang diiakukan oieh gaya. Jika C adalah kurva tertutup (yang nrana akan

kira angjap sebagai kzrrua tertutup seclerhana, yakni kurva yang tak memotong dirinya sendiri)' maka integral

mengelilingi C sering ditunjukkair oleh 
f

6 n.a, = 6 Avd.x + A,dv + A2dz
JJ

[,0 
*r"ro" = I"' ft,$<'t1a' = s(u)
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Dalam aerodinamika dan mekanika fluida, integral ini disebut sirkulasi dariA mengelilingi C, di mana A menya-
takan kecepatan dari fluida.

Pada umumnya, setiap integral yang dihitung sepanjang sebuah kurva disebut integral garis. Integral-integral
demikian dapat didefinisikan dari segipandangan limit-limit dari jumlah-jumlah seperti halnya integral-integral
kalkulus elementer.

Untuk metode'metode menghitung integral-integral garis, lihat Soal-soal yang dipecahkan.

Teorema berikut adalah penting.

TE0REMA' Jika A = Vd pada semua titlk dalam suatu daerah R dari ruang, yang didefinisikan oleh'a1 Sx!a2,b1 STlbr,ctlzl cz, dimanaNr,y,r)berhargatunggaldanmemilikiturunan-
turunan yang kontinu dalarn R, maka

ff:
1. I A- ,tt

J. 
I tidak belgantirng pada lirltasxn Cihlam R yane urr-nghubungkan P1 dan P..

,-1

f

: 6 .q'r1r -. 0 l11gl1gsli1inui scriap kur\a rertirtup (..dllarn 1i
J, 

tJ (cr t(rr trlr r uJIJ,ll 1\

Dalam hal Oemikian A disebut sebuah medon vektor konsenatif daa S adalah potensial skalamya.

sebuah n'edan vektcr A adalah kcnsen'atif lika dan hanya.iika VxA=0, atau juga ekivalen dengan
A = Vd. Dalam hal demikian, A.dr = A1 dx + A2 dy + A, ai = aq, suaiu diferensial eksak. Lihat Soal-
soal 10 - 14.

INTEGRAL PERMUKAAN. Misalkan S sebuah permukaan bersisi-dua, seperti diperlihatkan dalam gambar di
bawah. Misalkan sisi yang satu dari s dipandang sebagai sisi positip (ika s adalah

permukaan tertutup, ini diambil sebagai sisi luar). sebuah normal satuan n pada sebarang titik dari sisi positif-
nya .S disebut normal satuan p ositif atatt yang digambar ke arah luar.

Hubungkan dengan diferensial luas permukaan
dS, sebuah vektor dS yang besarnla d.S dan arahnya
menurut n. Maka dS = ndS. Integral

ll o.r" = [[ n.^0,qu
adalah contoh dari integral permukaan yang disebut
fluks dari A melalui ,S. Integral-integral pernrukaan
lainnya.

II*,', ff * ^ 
0,, $ o, u,

di mana d adalah sebuah fungsi skalar. lntegral-in-
tegral denrikian dapat rlidelinisikan dari segi pandang-
an iimit jurnlah seperti dalam kalkulus elenrenter
(lihat Soal 17)

Notasi # kadang-kadang dipergunakan untuk rncnyatakanJJo

Dalanr hal di mana tidak rrrcninrbulkan kcbingungan boleh dipergunakan

integrasi rtrelalui

nrta notrri 
-gf,

perrnukrrn tertLltup .S
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Untuk menghitung integral-integral permukaan, adalah memudahkan untuk menyatakannya sebagai in-

tegral lipat dua mclalui proyeksi dari luas permuk,Hn S pada salah satu bidang koordinat. lni mungkin jika se-

barang garis yang tegak lurus bidang koordinat yang dipilih medrotong permukaan hanla pada satu titik. Akan

tetapi ini tidaklah mengemukakan masalah yang berarti karena pada umumnya kita dapat membagi S dalam

bagian-bagian permukaan yang memenuhi persyaratan ini.

INTEGRALV0LUME.PandangsebuahpermukaanterlutuPdalamruangyangmenutupvolumeV.Maka

III ^" dan fif " ",ty
adalah contoh-contoh dari integral volume ata\) integral ruang sebagaimana mereka biasanya disebut- Untuk

menghitung integral-integral dem ikian, lihat Soal-soal yang d ipecahkan'

Scal-soal yang DiPecahkan

l. Jika R(u) = (u-u2)i + 2usj - 3k, earilah al ta<"ldu 
lan *, I R'(u) du'

,,, {or,ro, . { rr-,2;i+ zu3i-lx)d,..

=, fr-,'ra, * 1 f 2,"du + | {-rr,
= ,(*-t'*", + 11u|+cr1 + k(-3u 'cs)

= ,*-tr, - *l - 3uk + c1 I + ct! + cak

234'<\-?tr*?t-3uk+c
di mana c adalah vektor konstan ctl + c2 | + ca l.

f22s1 '.(D) Daritr), J, n1u1au = tf -{lr * ft - eur * .1,

= k+- f,,, * {t - "<uu 
* "1 - t<f,- f,r, .lt - 3(1)k + cl

Metode lain.

J'*,,,ru = t[: tu-u2)du * !['-'au'*fi -ro"
nn.2^,2

= ,(+-*,1, + t(*)1, * rr-r,rl, = -3, * Et - sk

2. Percepatan sebuah partikel pada setiap saal t )>- 0 diberikan oleh

i: = 12cos2ti- ssin2rj + 16,k

Jika kecepatan v dan pergeseran r adalah nol pada t = 0, carilah v dan r pada setiap saat.

Dengan mengintegrasi, v =' I lzccs2t';t - I [ - 8 airt2' dt * 
" f 'u' 

o'

= 6stn2rl + 4cos2rJ + A7\, * cr



3. Hitunglah I n-#r,.

fio*dfit = n,# -r*,# = o,o#

INTtTGRASMiKT0R

Denganmengambilv=obila ,=O,kitaperoleh 0 = 0l + 4J + 0h + c1 dan ct =_ 4j.

Maka v = 6sin2rt + (4cos2r-4)J + Bt2k
Sehingga * = 6sll2rr + (4cos2r-4)J + 8r2t(.

Denganmenghtegrasi,r = tl6atn2td,,, - t[ ({cos2r-4ldt+ tf afac

= -3cos2, I + (2sin2r-4r), + $r"t + c2

Dengan mengambilr=0 apabilar=0, 0= -3i+0j+0k+c2 dan e2 =3i.

Maka r = (3-3cos2r)l + (2sln2r_+r1i + $rst.

Denganrnengrnregrasi, {^,$r, = [fio,rffl* = ex#+c.

4. Persamaan gerak sebuah partiketp bernrassa rn diberikan oleh

il'r* iP = /(r) 11

di mana r adalah vektor posisi P diukur dari titik asal o, r, vektor satuan dalam arah r, dan f( r)sebuah fung-
si dari jarak P ke O. 

I / evvesrr rurrr

(a) Perlihatkanbahwa, * * =c climana c sebuahvektorkonstan.

(D) Berikan interpretasi fisisnya untuk kasus-kasusf(r) <. O dan f(r) ) O.(c) Berikan inrerpretasi geometris dari hasil di (a).
(d) Uraikan bagaimana hasil-hasil yang aiperoieh di atas dalam hubungannya dengan gerak planet-planet 

Idalam sistem tata surya.kita. ' ov^sr! rrs.vr rrq,\

(c) Perkalikan kedua ruas auri ^fi = f (r,)tt^ dengan r x Maka

^rr&^ =dr ' lQ)rx1' = o
karena r dan 11 searah , rnaka r x rl = 0. Jad'

d2,,,'i= o dan fr<r*frt=o
Dengan mengintegrasi. , * * = c, di mana c adalah vektor konstan. (Bandingkan dengan I

Soal 3).

(D) Jika I (r) { o p"rrrpor^, dt's 
arahnya berrawanan dengan r, ; karena itu, arah gayanyamenuju o

dan partikel selalu ttrtarik menuju O.

Jika J(r) ) 0 arah gayanya menjauhi 0 dan partikel beradadi bawah pengaruh sebuahgayu
tolak d.i O.

Sebuah gaya yang arahnya tnenuju atau menjauhi sebuah titik tetap O dan bosarnya hanya ber-
gantung pada.jarak r dari O diselsutgal,n ssnlyn!.
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(c) Dalam waktu A, partikel bergerak dari M ke N
(Lihat gambar disamping). Luas yang disapu vek-
tor posisi dalam waktu ini mendekati separuh luas
sebuah jajaran genjang dengan sisi*isi r dan Ar,
ataw y2 r x Ar. Maka luas pendekatan yang disapu
oleh vektor jejari setiap satuan waktu adalah

+. " f; ; oleh sebab itu laju perubahan luas se-

saat adalah Ardr.llm +lx- = *lx- = *txv
Lt-o' Lt ' d. ' t

dimana v adalah kecepatan sesaat dari partikel. Besaran

luas. Dari bagian (a),

Kecepatanluas = H = irr* = konstan

Karena r . H = 0, geraknya dalam sebuah bidang, yang kita ambilkan sebagai bidang xy dalam
gambar di atas.

(d) Sebuah planet (seperti bumi) ditarik menuju matahari menurut hukum universal gravitasi Newton,
yang menyatakan bahwa dua buah benda yang masing-masingnya bermassa m dan M saling tarik me-

narik dengan sebuah gaya yang besarnya F = ry, dimana r adalah jarak antara obyek-obyek dan

G sebuah konstanta universal. Misalkan m dan M adalah masing-masing mass4 planet dan matahari
dan pilihkan suatu sistem kcordinat dengan ritik asal di matahari. Maka persamaan gerak dari planet
adalah ,l2r GMn* dr, = --j rt d2r GMatau dtt = -7tt

dengan anggapan bahwa pengaruh planet-planet lain dapat diabaikan.

Menurut bagian (c), vektor posisi sebuah planet yang bergerak mengelilingi matahari menyapu luas
yang sama dalam waktu yang sama. Hasil ini dan yang dari Soal 5 adalah dua dari ketiga hukum Kepler yang
terkenal yang ia deduksikan secara empiris dari tumpukan data yang dikumpulkan dan disusun oleh ilmu-
wan astronomy Tycho Brahe. Hukum-hukum ini memungkinkan Newton merumuskan hukum universal
gravitasinya. Untuk hukum Kepler ketiga, lihat Soal 36.

5. Perlihatkan bahwa lintasan sebuah planet mengelilingi matahari adalah sebuah elips dengan matahari pada

salah satu titik apinya.

Dari Soal-soa1 4(c) dan 4(d),

GM
- -sT tt

rxv = 2H = h

87

Sekarang ,=rrr, ii
dr, dr

r -:j + - f. Sehrnssadtdt'

s = |rx = tr x v disebtt kecepatan

. dr,r-&x-
dt

(11..,) #l = "* 
o#

(Soal 9, Bab 3).

sehingga

dr
d,t

(I )

(2)

(3)

dv
dt

h = rxv = r11 X trff*fir;
= -4-rrrn = -GMrrx111 xf;)Dari(r),#"n

= _GN tr,,.fl,, _

Pergunakan persamaan (3) dan kenyataan bahwa ,r.o* = o

Tetapikarena h adalahvektorkonstan, #,n = $lvxrrl

4rvx tt
tll' GM 

d+
dt
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Yx h = GltJa + Et

r'(vxh) = Gillr.11 + r.p
= GMr + rrr.E = CMr + rpcos0

Integrasikan,

yang dariny3

dimana p vektor konstan sebarang dengan besar p, dan 0 adarah sudut antara p dan rr.
Karena r'(vxh) = t:"]'=:t='-:H;t-= GMr+lpcosd dan

GM+pcos? - iOtcul .".e

Dari ilmu-ukur analitik, persamaan polar/kutub sebuah
irisan kerucut dengan titik apinya berada pada titik

asaldaneksentrisitasnyaeadalah r = I _*;e di

mana a suatu konstanta. Bandingkan ini dengan persa_
maan yang dituruakan, nampak bahwa orbit yang di-
syamtkan adalah sebuah irisan kerucut dengan eksen-
trisitas e = plGM. Orbitnya adalah sebuah elips,
paratola atau hiperbola apabila e lebih kecil daripada,
sama dengan atau lebih besar daripada satu. Karena
orbit dari planet-planet tertutup, mereka haruslah
berbentuk elipsclips.

Ii.,ITECRAL GARIS

Elips , = L-
1+6cosU

6. Jika a = 6r2+6y\t - r4yz! + 20rz2k, hitungl* f ^.r, 
dari(0,0,0)ke(i,1, l)sepanjans

lintasan-lintasanC berikut , Jc
(a) x = t, y = t2, z = t3.
(6) garis'garis lurus dari (0, 0, 0) ke (l , 0, 0), kemudian ke (r, l, 0) dan kemudian ke (1, r, 1).(c) garis lurus yang menghubungkan (0, 0, 0) dan (1, l, l).

t)n'n, = {^[o*'*qrt-r4yzr+2&z2kf ,(dxt + dyt + dzk)

(a) Jikax:t, y:t2, z=t3,
r = 0 dan r = 1. Maka

rI e,.&.tc

= l-<s"'+6r)dx - t4yz dy + 20rr2 d,.rc

titik-titik (0,0,0) dan (1, l, l) masing-masingnya berhubungan dengan

Metode lain,

SepanjangC, A=9121-14r6J+20t7} dan r=xl+y!+zk=rl+Pt+f*, 4u1. y'7=(I+2t!+S*k)dt.

Maka f n.r. = l'rnrrr-1416J *zorrb).(t+2r!+3trk1 dtrc l,
- frrcc2-2Its+6ols)dr = 5_J. c

rr
) <tf+6;1dc - r4(t2l(ts1dqc21 + zo(t)(ts)2 d(ts)

t=o
fl
I s? at - 2BtB dt * 6otn d,

17 1

I Gt'-z1ru*6orn) d, = 3r3 - +r7 + 6rD l' = 5J
t=o o
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(D) Sepanjanggarislurusdari(0,0,0)ke(1,0,0) y=0, z=O, dy=O, dz =0sedangkanxberubah
dari 0 hingga l. Maka integral sepanjang bagian lintasan ini adalah

al?L7
| 1rr'*6161; dr - t4(0)(o)(0) + 20,(0)2 (0) = | *' d, = ,t l^ = r

JJO

,"r;:., garis lurus dari (1, o, o) ke (1, t, 0), x = L, z:=:, ,, = o, dz= 0 sedangkan y berubah
dari 0 hingga l. Maka integal sepanjang bagian lintasan ini adalah

f,

J 
(3(r12+6y16 - 14r(0)d/ + 20(1)(0)20 = 0

y=o

Sepanjanggaris lurus dari (1, 1,0) ke (1, 1', l)x =1, I = L, dx=0, dy = 0sedangkanzberubah
dari 0 hingga l. Maka integral sepanjang bagian .lintasan ini adalah

f' trtrt'*u<r))o - t*1r1 z$) +.;0.,)22 dz = f' zo,'a, = *{ l: = ?
z=0 z=0

Jumlahkan, f-n't, = 1*6*ff = ?!c

(c) Garis lurus yang menghubungkan (0, 0,0) dan (1, I, 1) dalam bentt'k parametrik diberikan oleh
x=t, y:t, z: t. Maka

f?L
I n'a, = | 

- 
trr'*o) dr - 14(,)(,) d, + 2o(t)('\2 d'

Js 
t!-o

?t t^1

= 
!^'<rr'**-r4t'+zot"'1" 

= 
): 

($-tlt'+2&"'tdt = f
t=o

7. Carilah usaha total yang dilakukan untuk menggerakkan sebuah partikel dalam medan Eayayan9 diberikan

oleh F= 3xyi- 5zj+ lOxksepanjangkurvar = t2 + l,y =2t2, z= t3 darir= I hinggar= 2.

rf
Usahatotal = | r.ar = I <uyt- sz, + 1&i).(drt +dy! +dzL\

J6 Jg
f

= I *ydx - iz,ty + Lo:d,
.rC
t2

= | sp2+t11zt21d1f +y - s<t3\ d(%2't + 10(l+r) d(r3)
.Jt=I

= f' 62ru + lora + r2t3 + Bot2\ dt = 303
J,

8. Jika F =3xyl-f i,hitunglah [ "-r, 
dimana Cadalahkurva dalam bidangy =2x2,dari

Js
(0,0) hingga (l .2).

Karena integrasi dilakukan dalam bidang xy (.2 = O), kita dapat mengambil r = xi + yj. Maka

I, "'* = { ,r,r, - v'11'p,r + dv 11

= |,,,dx-y2ctyJa
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Metode pertamd' Misalkan x = t dalam ! = 2.x2. Maka persamaan-persamaan parameter dari C adalah
x = t, ), -- 2r2. Titik-titik (0,0) dan ( I, 2) masing-masingnya berhubungan dengan , = 0

dan t = l. Maka

.f^ ".0, = f' ,urrrt2ldt - (zt2)2 d(2r2\ = f' <af --rcruta, = -*'tc ,J=o t=o

Metode kedua. Substitusikan _v = 2x2 secara langsung, dimana x mulai dari 0 hingga l. Maka

?rtft
| ..a. = 

-J^' 
t,rorrdx - 1l,212 d12x21 = J'te,._roruta, = _iJc x=o x=o

Perhatikan bahwa bila kurva dilintasi dalam arah sebaliknya, yakni dari (1, 2) ke (0, 0), harga integral akan
menjadi 7 16 daipada * 7 16.

9. Carilah usaha yang dilakukan dalam menggerakkan sebuah partikel mengelilingi lingkaran C dalam bidang
xy sekali,jika lingkaran berpusat di titik asal dan berjejari 3 dan medan gaya diberikan oleh

F = (?.x-y+z)i + (/+y-22)i + (gr_4+qz)\

Dalam bidang z=0, F = (Z<-y)l +(x+y)!+(3x-2y)k dan dr =dxl+cty! sehinggausahayang
dilakukan adalah

Pilih persamaan-persamaan parameter lingkaran sebagai .r = 3 cos /,
y = 3 sin r di mana I berubah dari 0 hingga 2r (lihat gambar disamping).

Maka integral lintasan samadengan

?zn

) [z(g"o"r)-3sinr] [-l"inr]ar + [scosr +3sinr] [s"*r]a,
t=o

f2f,

= J.'" (e - esinr cos') d' = s' - | "in" f' = l87t

Dalam melintasi C kita teiah memilih arah berlawanan perputaran jarum
jam yang ditunjukkan dalam gambar disamping. Kita menyebutnya arah
positif, atau mengatakan bahwa C telah dilirtasi dalam arah positif.
Jika C dilintasi dalam arah perputaran jarum jam (negatif) harga integral
akan menjadi - 18 zr.

t0. (a)

t=rl+yl
=3cosrl+3slnrJ

(b)

(a)

Jika F = Vd , di mana @ berharga tunggal dan memiliki turunan-turunan parsial yang kontinu, perli-
hatkan bahwa usaha yang dilakukan dalam menggerakkan sebuah partikel d^ari satu titik pr 

= (* ,, y , ,zt ) dalam medan ini ke titik lainnya P, = (xz, iz, zr) tidak bergantung pada lintasan yang me,!ghu-
bungkan kedua buah titik.

r
Sebaliknya' jika l^ r'ar tidak bergantung pada lintasan C yang menghubungkan dua buah tirikJC

se.barang, maka perlihatkan bahwa eda terdapat suatu fungsi @ sehingga f = V@.

Usaha yang dilakukan = fP' 
".r, 

= (" O*.0,Jp, th
fPz Zb ad a6
I (-=i * --j +5-k)-(dxi +dyl + dzi\

Jh ox ot dz
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- fh w,- ,@,- *Pr,- Jr, aro" aroY 
-' a""'

fP,
= Jo oQ = Q(P,\ - +(ri = 6@r,7r,z) - S@1,v1,21\

Jadi integral hanya bergantung pada titik-titik P1 dan P, dan tidak pada lintasan yang menghu-
bungkan mereka. Ini hanyalah benar jika 0(x, y, z) berharga tunggal pada semua titik-titik P1 dan P.2.

(D) Misalkan f = &i + f2, + f3k. Menurut hipotesis, J, ".r, 
tidak bergantung pada lintasan Cyang

menghubungkan dua buah titik sebarang, yang masing-masingnya kita ambil sebagai (x1, !r, z)
dan (x, y, z). Maka

6kJ,"l - f 
(x'r'zl 

F.dr - rk'v'zl Fldx + F2dy + f"/2Jkr,rr., 
"r) J(rr,yr, rr.)

tak bergantung pada lintasan yang menghubungkan (x1, ! r, z) dan (x, y, z). Jadi

eG+Lz, y, z) - e@,y,r\ = f 
G*t'''' 

" ..r. - f 
k'v'2) 

F.dr
r(xryt, zi J(ztlr, zt\

f(x*Yt,zi 7@rtrx,y,z)
=lF.dr+lF'drJ1x,y,z\ J@1,y1,211

f(x+L.x,y,zt f(x*Lz,y,z\
= | F.dr = I Fldz + F2dy + Fsdz

./ (x ,y ,z) J (r ,y ,zl

Karena integral terakhir di atas haruslah tak bergantung pada lintasan yang menghubungkan (x, y, a,)
dan (x + bx, y, z.), kita dapat memilih lintasannya berbentuk garis-lurus yang menghubungkan titik-titik
ini sehingga dy dan dz adalah nol. Maka

4@+L,,y, z) - cb@,y,r) L f @+$x,y,z) ________e__ = NJ<,,r,"1 \dx

Ambilkar limit dari kedua ruas jika Ax + 0, kita peroleh $ = 

"
Dengan cara yangsama.kitadapat memperlihatkan bahwa ff = r, d^^ 

Aa! = Fr.

Maka F = &i+r2i+F3k = #,.#J - #k = Vd.

fPe
Jika l- F'dr 1np bergantung pada lintasan C yang rnenghubungkanl'1 danP2,maka F konser-

.1t pr

vatif, dan sebaliknya p = V4!
Bukti dengan mempergunakan vektor. Jika integral garis tak bergantung pada lintasan. maka

6k,v,z) - f(x't'z\ F'dr - fe'v'z') r'.* a"
J(rtyt, zt) J@yy1, z; ds

Dengan rnenurunkan. '# = . * Tetrpi # = ,O ,* sehingea rVd- rt.* = o.

Karcna ini harus trerlaku untuk sebarang trarga f , kita peroleh F= Vd.
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z) dz

)dz

F2Q,y,zl1 + F2Q,y,z\ - F2@,y,2) = F2@,y,2)

II. (a) JikaFsuatumedankonservatif,buktikanbahwacurl p=Vxf =6 fuakniFadalahirotasiona!)

(D) Sebaliknya, jika VxF = 0 (yakni F adalah irotasional), buktikan bahwa F konservatif.

(a) Jika F suatu medan konservatif , maka menurut Soal 10, F = Vd.
Jadi Curl p = Vx Vd = O (lihat Soal 27 (a), Bab 4).

iJr
(D) Jika VxF = 0, maka + 3 3 I = o dandengandomikianox q ozl

F7 F2 F"

?rl, _ ?n, ?A . Er, 7F,
Tr=;;, Z;=U;' E=

Kita harus membuktikan bahwa p = V45 sebagai konsekuensinya.

Usaha yang dilakukan untuk menggerakkan sebuah partikel dari (x1, lr, zt) ke (x, y, z) dalam
medan gaya F adalah

I f11, ,y ,.1 a, + Fr(x,y ,z\ dy + f"(x,y ,z) d:
JC

dimana C adalah lintasan yang menghubungkan (xr, yr, z, ) dan (x, y, z). Baiklah kita memilih lintasan
khusus, yakni potongan-potongan garis-lurus dari (x1, !r, zr\ ke (x, y1, zs) ke (x, y, z)ke (x,y,z)dan
menyebut Q 6, y , z) usaha yang dilakukan sepanjang lintasan khusus ini. Maka

cbk,y,,) = f'F1..,y1,2)dx * fv 116,y,,r'1 ay * l" Fr1,,y,r1 d,
Dari sini diperoleh J"' JY, J',

ar

# = Fs(x'Y'z)

aEr
dy

?9U = F21x,y,z) r l"'rff oo,

= F2-,y,2) * f,',*;r,,r,"
= F2r,y,2) + F2Q1,4lr,

# = F1@,y1,21\ - I: 
u* g.y,z)dy - !,',* @,y,2)dz

= F1@,y1,21) . I; * @,y,zldy * t"',*o,r.,ro.

= F1@,y1,21) * Fr(,,y,41f,, * \(,,r,"\lz,

= \(x,Tt,z) + F1@,y,2) - F,(x,y1,zr)r + \(x,y,z) - F{x,y,z) = F1Q,y,z)

Maka F = FLt+F2i+F3k #,-#r.#* . VO.

Jadi syarat perlu dan cukup agar sebuah medan F konservatif adalah bahwa curlrF = VxF = O.
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i2. (a) Perlihatkanbahwa F = (by+23)i + x'i + 3xz2 k sebuahmedangayakonservatif. (D) Carilahpo-
tensial skalar. (c) Carilah usaha yang dilakukan dalam menggerakkan sebuah benda dalam medan ini dari

(1,-2,1)ke(3,1,a).

(a) Dari Soal I l, syarat perlu dan cukup agar sebuah gaya konservatif adalah curl F = VxF = 0.

Sekarang V, r

i j kl
Ia a at

-'==l=0.OxOydzl

2xy + zs ,2 3r"'l

Jadi F sebuah medan-gaya konservatif.

(b) Metode Pertama.

MenurutSoall0, r=Vd atau $,*$, -Sa = (b,y+zs\t+22 1+3122 l. Maka

(I)# =Lry*zs <r)#=; <s,.ff=s,,'

Integrasikan, kita peroleh dari (l), (2) dan (3), masing-masing

O=r'l+zz3+f(7r,2)
O - r2y +g(r.zl
O = uzs +h(r,y'1

lni sesuai apabila kita memilih f 0.2)' O, g(r,z\ = t,s . h(rlt = *7 sehingga dengan demikian

Q = r'y +"29 dengan tambahan sebarangkonstanta.

b[etode Kedua.

Karena F konservatif, f- ,.r, tidak bergantung pada lintasan C yang menghubungkan(a,r:., zr)rc

dan (x, y, z). Dengan mempergunakan metode dari Soal I l(D),

Q@.y,rt = f- (?tyL+ zsr) (tx , f' ,, o, * f" *"' o,
Jr, Jy, Jzt

1,2.1r+,,1\li, * ,',l!r, * ,," 11,,

-'21t * "1 - {4 -'r"3 +'2Y -'2ft * *'3 - "1
,2y + xzs - "lr, - "rrl - r'y I xz3 + konstanta

Metode Ketiga. F.ttt = 9g.* = !r, -#r, **r, = dO

Maka d4 = F.dr = (by + 231 dx + x2 tly + 3zz2 dz

= (by dx + x2 dy1 + 123 dx + 3tz2 d.1

= d(x2y) + d(xzs) = d(x2y +xz3)

dan @ = x2y+ xz3 + konstanta.

93i
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(c) Usaha yang dilakukan {d "'*

fe <or*r'ydx + x2 dr + 
'rr2 

d,

I!; 'o'r+rzs; 
= r2v + tzs ti: | ,', . 3 l(s,1,4)+ xz 111-z,t\

Metode lain

Dari bagian (b), Q G, y, z) = x2 y + xzx + konstanta.

Usaha yang dilakukan = 0 O,1,4\ - O {1, -2, t1 = 262.

fPz
13. Buktikan bahwa jika I f. a. tak bergantung pada lintasan yang menghubungkan dua buah titik se-

Jpt 
r

barang P1 dan P2 dalam suatu daerah yang diberikan, maka S f. ar = 0 untuk semua lintasan tertutup
J

I F-dr
PalP2BPa

sehingga, [ *',,
P7AP2

! .',, '
PalP2

= [.,,
PaBP2

= 202

=0

diferensial eksak. Karena

dalam daerah itu dan begitupula sebaliknya.

Misalkan PTAPyBPt (lihat gambar disamping) adalah sebuah
kurva tertutup. Maka

$r.r,= I F.dr = [*.r,o f *.n,
{ PLAP2BPL PLIP2 P2BPT .

rr'
= J F.dr - )".a, = o

P1AP2 P1BP2

karena berdasarkan hipotesis integral dari P1 hingga P2 sepanjang
lintasan yang melalui u,l sama dengan yang melalui B.

f
Sebaliknya,jika $ r.dr = O, maka

J

[.-* - t F.dr- ["."
P2BP| PLIP2 \BP2

14. (a) Perlihatkan bahwa syarat perlu dan cukup agar Fldx + Frdy + F:dz suatu diferensial eksak adalah

bahrva VxF = 0 dimana F = &i +Frj +F"k.

(D) Perlihatkan bahwa (y'2" cos, - 4xsz) ilr + 2z3y sinx dy + 13y222 sinx - ra1 dz suatu dife-

rensial eksak dari sebuah fungsi 0 dan carilah @.

(a) Andaikan Fldx + F2dy + Fsttz = rtd = ff0, -#r, **or, suatu

x, y dan z adalah variabei-varia'uel yang bebas satu terhadad lainnya, maka

.,=S, o,=ff, r"=#
dandengandemikian r= rrr+F2r+&k = $t - #t -#k = Vd. Iadi Vxp=VxVd=0.
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Sebaliknya,jik. V, r r 0 maka menurut Soal ll, r = Vd dandengandemikian F.dr=
9$.ar = d$,yakni \itz + F2dy + Fsitz = dS, surtu diferensialeksak.

(6) F = 6r2zs coaz-4zsz)t + 2zsyslnxl + (3y222 sln:-1411 dan VxF
dihitung berharga nol, sehingga menurut bagian (c)

1y2 zs cosz - 4xo z) dx 1 2r3! slnx dy + lgl'r' slnx - xa'1 dz = dO

Menurut metode-metode dari Soal 12 kita peroleh Q = !'rt slrz - r4z + konstanta.

15. Misalkan F sebuah medan konservatif sehingga f = -Vd. Andaikan sebuah partikel bermassa konstannt
bergerak dalam medan ini. Jika,4 dan B adaiah dua buah titik dalam ruang, buktikan bahwa

4<Al+**"i = d(8)+t*";
di mana oA dan eB masing-masingnya adalah besar kecepatan oartikel di A dan B.

* = ^,= ^fi. Maka F.d; = ^* # = ? *,*i-
Integrasikan, [n' ,'0, = \* l:, = i^"i - i^t'

r*ar=-vd, j: ,.* = -['e4.a, = -f: rr = o@t-ou,t.

Maka d(4) - Otal = t^6 - +^'i dan dari sini diperoleh hasilnya.

. 0 (,4 ) disebut energi potensial di A dan I mo/ energi kinetik di A. Hasil di atas menyatakan bahwa
energi total di ,4 sama dengan energi total di B (kekekalan energi). Perhatikan penggunaan tanda negatif
dalam F = -VA.

16. Jikh Q=?xyz2, F=xyi -zj+x2kdanCadalahkurvax=t2,1=2t, z=t3 darir=0hinggar=i,maka

hitunglahintegral-integrat garis(a) f Oar, Ol f 
"*rr.-JgJc

(a) Sepanjang C, 6 = 2zyz2 = 21t21q2t'11ff = 4P,

t = xl+y!+zk = t2 l+2rl+ask, dan

dt = Qtl + Zl + 3t2k) dt. Maka

f ft
I Oo, = | +rrgt+2!+zt2k1 dtrc ' ,!o

=, 
Jo' 

r,*o, * ! fo' r,no, * * fo' 
rr,"o, = *, * fr * r

(n) SepanjangC, F = xyl - z! + r'U -- rr" I - ts 1 + t4l,.

Maka px dr = 12t3 1- 13 r + to k1 * q2tl + 21 + Btr kt dt

:" -tr" :" | ,, = l<-z:-ao1r * 12ru-6ru \r + $t'+zt')*)dt
2t 2 ,fl
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17. Berikan definisi dari I I ^-" 
dS melalui permukaan S dalam limit dari suatu jumlah.

s

Bagikan S kedalam ,11 buah elemen luas A,Sp di manap = L,2,3, ... M. Pilih sebarang titik Po-didalam
A S, yan8 koordinat-koordinatnya (x p, r p, z, ). Definisikan A(x p, y p, z ,) = Ao . Misalkan n, adalah normal
satuan positif terhadap A.9p di P. Bentuk penjumlahan

N

, q'ry 
^stl=r

di mana Ap . np adalah komponen nor-
mal dari Ap di Pe.

Sekarang ambilkan limit dari jum-
lah ini bile M + @ sedemikian rupa
sehingga ukuran terbesar dari tiap-tiap
A S, mendekati lo1. Bila Iimit ini ada,
ia disebut integral permukaan dari
komponen normal A melalui S dan

dinyatakan oleh

f{ o'" "
3

18. Andaikan proyeksi permukaan S pada bidang xy adalah R (lihat gambar dari Soal l7). Perlihatkan bahwa

INTEGRASI VEKTOR

t 
fo' <-t'u-2"'ta' - t {: 9*t61dt * * I' 14t3+2ta1dt

-*,-3,*I.

II^."u = 
$ ^"ff,

7r^n",ffi

f,,, "

Menurut Soal 17, integral permukaan adalah limit dari jumlah

(r) I e.r.nrLs,
l=t

ProyeksiAS, padabidangxy adalah lfnrAsp'ul'tau Inr'tlASp Yansmanasama det*anLzpLy,

Lr^Ly^
sehingga -, = 

Fffi. 
Jadi jumlah (1) rnenjadi

(2')

Menurut teorema dasar dari kalkulus integral, timit jumlah ini bila M + - sedemikian rupa sehingga

Ax, dan Ay, yang terbesar mendekati nol, adalah
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ff dzdy

JJ A'n Fkl
R

Dengan demikian terbuktilah hasil yang dikehendaki'

Secara tegas. hasil AS^ = W hanyalah mendekati benar tetapi dapat diperlihatkan dengan pe-

z Inp.r I

ngujian yang lebih lanjut bahwa masing-masingnya berbeda dari satu dengan yang lainnya hanya oleh

infinitesimal-infinitesimal dengan orde lebih besar daripada Ax, A!0. Dengan mempergunakan kenyataan

ini. limit-limit dari (l ) dan (2) dapat diperlihatkan sama besarnya'

19. Hitungrah 
!j ^.rrt, 

dimana A= l8zi - l2i+3ykdansadalahbagiandaribidang2x+3v+

c

6z = 12 yang terletak dalam oktan pertarna-

PermukaanSdanproyeksiRnyapadabidangxl,diperlihatkandalamgambardibawah.

Dari Soal 17,
dx dy

ln-kl[f ^." 
o' = I{ ^."

5,?

Untukmemperolehn,perhatikankembalibahwasebuahvektoryangtegaklurusterhadappermukaan
2x +3y +62= t2aiu.rit".,'oi"r,'VA;;;j;G;)= 2i +3J +6k (lihat Soal 5 dari Bab 4)' Makanormalsatuan

terhadap sebarang titik dari.S (lihat gambar di atas) adalah

2i+3j+6k trrr 4r_gun = 
/"+3'?+,'? 

-

Jadi n.k = ,?r*fi.ftl.l = + dandengandemikian dr=la,av'

Juga A.n = (182 1-12i+32,k)'rfi*|i*ftl - 362-3-6+18]' = 

=Y
di mana dipergunakan kenyataan bahv.,a z - 12 - 2: * 3y 

dari persamaan untuk s- Maka
6

ff ^.^ 
,, = fi n., ff#, = {t ee+ztl a. ai tl g - 2x) dx dv

sipR
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Untuk menghitung integral lipat dua ini melalui R, ambilkan x tetap dan integrasikan terhadap y = 6

(P dalam gambar di atas) hingga y =12 i 
b (0 datam gambar di atas); kemudian integrasikan terhadap

x dari x = 0 hingga x = 6. Dengan cara ini R sama sekali terliputi. Integral menjadi

16 [o*'?^/' 
g - 2a\ dy dx = |^t (24 - rzx * $t a, = 24

,=o j=o {=o

Bila kita mengambil arah normal satuan n berlawanan dengan arah dalam gambar di atas, kita akan mem-
peroleh hasil - 24

20. Hitunglah j[ 
^'"rt, 

dimana a = zi + ri - 3y2zkdan!adalahpermukaansilinderx2 +

c
y' = 16 yang terdapat dalam oktan pertama antara z = O dan z = 5.

Proyeksikan S pada bidang xz seperti dalam gambar di bawah dan sebut proyeksinya R. Perhatikan
bahwa proyeksi S pada bidang xy tak dapat dipergunakan disini. Maka

[! ^." 
o' = II ^.n 

!-!1
tf

^ . Normal terhadap x2 + y2 = 16 adalah V62 +y21 =
?ai + 4t. J adi normal saiuan.terhadap S sebagaimana
diperlihatkan dalam gambar di samping, adalah

"=-PJ:Z!*-ri+Yit'1u12 + 12y,12 4

karenax2 +y2 = 16 pada.S.

A.n = (zi +uj* tfrnl.. (Yl = !<rz+xy,1

n.i = 'i 17i .t = I:

Maka integral permukaannya sama dengan

{[ ';'"" = 
,[,u !,. '# 

+ xt dx dz
75

= I (42+B\dz = 90J
z=0

21. Hitunglah I f f"dS dimana g=3lSxyzdanSadalahpermukaandari Soal 20." JJ
.t

= 
"r[ *" fffi
R

Kita peroleh

xi + Y iPergunakan"=7,"-i=i seperti dalam Soal 20, integral terakhir ini menjadi

i{ r""
s

)) *-,fti+vi) dx dz = *
D

_3
8

r, r'r
I I (x2zit xzr/r6..r2 !) dt dzJJ

z=0 x=0

r5
I t*,i t 9jzildz = rooi + looj
'JJ
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hirunglah 
{! <V-rl.n dS dimanaSadalah

c

99

permukaan bolaJika. ._

x'+y'

Vxr

{=yi+(x-?ez)i-ryk,
+ ,, = q] di atas bidang xy

l" i ;l
l?, U ?,1

L x-?*z -,rl

= zi+yt-2zk

Normal terhadap.x2 + y2 + zr = a2 adalah

Yg2+y2+r21 = zri + zy! + 2zk

Maka normal satuan n dari gambar di atas diberikan oleh

?.x1+At+22k _ zl+yt+zkn =: y'4r2+4y2+4r2 a

karena x2 +y2 + z2 = a2 .

proyeksi dari .S pada bidang xy adalah daerah R yang dibatasi oleh lingkaran *' + y' = a2, z = O

(lihat gambar di atas). Maka

$ ,v**r.^ r, = If iv,r1.n ffisi

y=-/7=

di mana telah.dipergunakan kenyataan bahwa z. = @ - 7 -7. Untuk menghitung integral lipat dua

di atas, transformasikan ke:koordinat*oordinat'polar (p,il di mana, = p cosQ,y = p sin 0 dan d.xdy digan-

ti oleh p dp dQ. Maka integral lipat duanya menjadi

J=:" J,"#PdPd+

P

=r"J

= fi @t+y!-l-,r).r'Jaig, 1f

= f* fo t(p'-o') * o' p dp do
J J ,,/-p_22

d=o p=o

J*

= I* [." <-ro/24 - ffii ac ao

6=o p=0

fpz-ozrs/z - o2G'z-p2li=ol rr

1a3-a31d$ = 0

d=o

T*
6=o

{I23. Jika F = 4rzi - y'i + yzk, hitunglah F.. n /.9
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adalah permukaan kubus yang dibatasi oleh
I.-v=0, )'=l.z=O,z=1.
n=i,.r=l.Maka

di mana 5
x=0,x=
Sisi DEFG

I
DEFG

Sisi ABCO: n

ff ,."0,
ABCO

F.nds = 
['[ 

(4zr-ye!+yzk\.idydz

= I'[ 4z,tydz = 2

= -L x =

_ r'r'- 
JoJo

.trr, ABEF: n=i,/=1. Maka

lf ,"0' = I'I'
ABE P

y=h. Maka

tt @xzt'1.eltttxdz

= 1. . Maka

= f'['
z = 0. Maka

I'f' cy2 t't.Fk) dxdy

0. Maka

Gy' i + yz k). (-t) dy dz

OCDC: n= -i,

f{..",'
OGDC

BCDE: t=k, z

{f ''" 
o'

BCD E

AFGO: n=-k,

jf .."0'
lFGO

:0

(4xzi-i+zk).!dxdz = I"'I'-0,r, = -r

=0

1+xi-y2!.+yk).hdrdy = !'{'r** = *

=0

24.

Jumlahkan, 2+o+(-1)+o+i+o = ,

Dalam mernbicarakan integral-integral perrnukaan kita telah
yang bersisi-dua. Berikan contoh dari sebuah pcrnrukaan yang

Ambilkan selenrbar kertas seperti ABCD yang dipcr-
Iihatkan pada ganrbar di samping. Pclintirkan lcmbaran di
atas sehingga titik-titik A dan B masing-masingnya jatuh
pada D dan C, seperti dalam garnbar di sanrping. Jika n
adalah nornral positil'pada titik P dari pcrnrukaan, kita da-
patkan bahwa bila n bergcrak mengelilingi permukaan ia
merubah arah sernulanya ketika tiba kenrbali di /, Jika k i-
ta nrencoba membcri warna setu sisi saja dari pcrrnukaan,
akan kita dapatkan bahwa semua permukaan ternyata
menjadi bcrwarna. Pernrukaan ini discbut lentbar ll[oebius,
yang adalah suatu contoh dari perntukaan berisi-satu. Ini
kadang-kadang disebut permukaan tak dapat diorientasi-
kan. Pernrukaan berisidua adalah dapat diorientasikan.

membatasi diri .pada permukaan-per-mukaan

tidak bersisi-dua.

im'
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INTEGRAL VOLUME

25. Misalkan Q = 45x2y dan Z menyatakanruangtertutupyangdibatasiolehbidang-bidang4x+2y+z=8'

x = o, y =0, z =0. (a) Nyatakan 
[f{f 

,,
Y(a) Bagikan ruang tr/ ke dalam M buah kubus-

kubus dengan volume LVe= LxpLypLzp
k = l, 2,. . ., M seperti diperlihatkan da-

lam gambar di samping dan misalkan
(x *, y *, z1 ) sebuah titik dalim kubus ini.
Definisikan ilxp y*, z*)'Qr. Pandang
jumlah

sebagai limit dari jumlah. (D) Hitunglah integral di (a).

QpLvu

yang diambil untuk semua kubus yang
mungkin dalam ruang yang ditinjau.
Limit dari jumlah ini, bila M -+ 6 se-

demikian rupa sehingga kuantitas-kuan-
titas terbesar [I'1 akan mendekati nol,
dan jika limit rni ada, diayatakan oleh

{f{ f dv-Dapat,<iipe:lihatkan bahwa Ii-

Y

mit ini tak bergantung.pada cara pemba-
giannya jika 0 kontinu diseluruh daerah
V.

Dalam membentuk jumlah (l) untuk semua kubus-kubus yang mungkin dalam ruang di atas, ada-

lah sebaiknya diteruskan dalam cara yang beraturan. Salah satu kemungkinan adalah pertama menam-

bahkan semua suku-suku dalam ( I ) yang berhubungan dengan elemen-elemen volume yang terkandung

dalam sebuah kolom seperti PQ dalam gambar diatas. Ini sama artinya dengan mempertahankan .xk

terhadap semua / j. Ini sama artinya dengan menjumlahkan semua kolom-kolom seperti PQ yzng ter'
kandung dalam lempengan 7RS, dan sebagai akibatnya sama artinya dengan menjumlahkan semua kubus-

kubus yang terkandung dalam lempengan demikian. Akhirnya, rubah xp, Ini sama artinya dengan men-

jumlahkan semua lempengan seperti R,S.

Dalam proses yang diutarakan di atas, penjumlahan pertama dilakukan terhadap z& kemudian ter-
hadap y* dan akhirnya terhadap x&. Namun demikian, penjumlahan ini jelas dapat dilakukan dalam

sebarang urutan lainnYa.

(b) Ide yang terkandung dalam metode penjumlahan yang diutarakan di (a) dapat dipergunakan untuk
menghitung integralnya. Ambilkan x d,at y tetap, dan integf,asikar darr, z = 0 (alas dari kolom PQ)

hingga z = 8 - 4x - 2/ (tutup atas dari kolom P@). Kemudian ambilkan x tetap dan integrasikan ter-
hadapy. Ini sama artinya dengan penjumlahan kolom-kolom dengan ala-s pada bidangxy (.2=O)yang

terietak dalam ruang dari R(dimana/=0)hinc$s(dimaaa 4x +2y = 8 atau y = 4 - 2x), dan in-
tegrasinya darty = 0 hinggay = 4 - 2x. Akhirnya,kita jumlahkan semua lempengan yang sejajar bidang

yz, yan1 sama artinya dengan integrasi dari:r = 0 hinggax = 2.

Integrasinya dapat dituliskan

t{s1
h=r

(r)

^2 ^+-2a a8-4x-2Y ^2 -*-2r

J J J 4sx2ydzdydz =isJ J x2y(B-4x-2y)dydx

x=O y=O z=O t=O l-4

^2= 45 | Irr<+-a:r" a, -- rzl
,!o 

r
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Catatan : Secara fisis, hasilnya dapat diinterpretasikan sebagai masa dari ruatg V di mana kerapatan-
nyapberubah-ubah menurut 0= 4Sx2y.

26. Misalkan F =?szi-xj+y2k.Hltunglah 
III 

F dy dimana I/adalahruangyangdibatasiolehper-

mukaan-permukaanr=0, t=0, y=6, ,=*', !=4.
Ruang l/terselubungi dengan (a) mempertahankan : dan y tetap dan integrasikan darj. z = 12 hingga

z = 4 (alas k€ tutup atas dari kolom PO), (D) kemudian pertahankan x dan y tetap dan integasikan dari
7=0hinCga.v=6(Rke.Sdalamlempengan),(c)akhirnya,integrasikandarix=0hinegax=2(dimana
z = x2 bertemu dengan z = 4). Maka integml yang diinginkan adalah:

['
u=0

(2.zzl-zj+y2tydrdyd,

,[,"{^{;'1,'$;
'1,'[.:

i- 24

,!,i .[:
= ,{,

= L28

2.zz dz tly dr -

j + 384k

y2 dzdyd,x dzdydx, +

27. Carilah volume dari ruang yang merupakan irisan antara Silinder-silinder x' + y' = a2 dan x2 + 22 = o2 .

Volume yang diinginkan = 8 kali volume dari ruang yang diperlihatkan dalam gambar di atas
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= 8 {" [*" In'dzdydx
x=O y-0 z=0

^a ^/87= 8 {" J"o--'- ,/?=, rrn, = , !" (a2-r2\dx = #
,=0 rt=o r=0

Soal-soal Tambahan

28. Jika R(r) = (3r2-r)i +(2-6r), -4rk, carilahtrl JnAlar dan (6) f"* *rrrr.
Jatuab. (a\ 1ts-t72)l + (2t.-3t2)t - ?s,2t + c (6) 501 - 32J - 24r

f n/2
29. Hitunglah | <S sinr I * 2 cos uJ) du Jawab. 3l + 2i

Jo

12 12
30. Jika A(r) = , t-c2i+ (r-l)L dan B(r) = 2r2 l+6t1, hitunelah(a)Jo *aat, <Ol )o 

AxBdr.

Jawab. (oJ 72 (b\ -241- fl * $r

31. Misalkan A =li-3J +2tk, B =t- zi +2L, c = 3l +rJ-h-

Hitunglah 1o; f^2 e.rtc ar,61 12 Ax(Bxc) ttt. Jawab. (c)0 (6) -\t'- ff - fr' 'Jt Jt

32.Percepatatadarisebuahpartikelpadasebarangszatt >0diberikanoleha=;ti-6 (r+lI+3sinrk-
Jika kecepatan v dan perpindahan r adalah nol pada saat t = 0, carilah v dan r pada sebarang saat.

lawab. t= (1 -e-t)l - (gr2+&), + (3-3cosr)x, 1= (t-1+e-li - (,3+3P), + (3'-3sln')l

i

33. Percepatanadarisebuahbendapadasebarangsaattdiberikanolehr= -Slj,dimanagsebuahkonstanta'
pada saat , = O kecepatan diberikan oleh v = r5 cos 96 I + t6 sin d6 I dan perpindahan. = 0. Carilah v

dan r pada sebarang saat , > 0. Ini menggambarkan gerak sebuah'peluru yang ditembakkan dari sebuah

meriam yang membuat sudut 06 terhadap sumbu - x'positif dengan kecepatan awal yang besarnya us

Jawab. v=.6cos06t + (rosindo-6r)r. i= 1q3coe9e)ri + [(oosfn6o)t -i1?)t

34. Hitunglah 
[r'n.ff0, 

jikaA(2)= 2i-i+2k dan A(3)=4i-2j+3k Jawab- lo 
I

35. Carilah kecepatan luas sebuah partikel yang bergerak sepaojanglintas r=acosGrfi+Dsinc..rrj dimana
a, D, tr adalahkonstanta-konstanta dan , waktu. Jawab. I ab<.'k.

36. Buktikan bahwa kuadrat periode dari planet-planet dalam geraknya mengelilingi matahari berbanding-lurus

dengan pangkat tiga sumbu panjang dari lintasan-lintasan elipsnya (Hukum Kepler ketiga)

.r
17. lrka'A = (Z/+3)i + zzJ + gz-r)k. hitunglah f- e.drsepanlangilintasan-lintasanCberikut:

.rC
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38.

39.
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(a).-r=2t2,t'=t, z=1t dari r=0 hingga t=1,
(D).garis-Barislurusdari(0,0,0) ke (0,0, l), kemudian ke (0, l,l)dankemudianke(2, 1,!),
(c). garis lnrus yang menghubungkan (0,0,0) dan (2, l, 1) Jawab. {a) 288135 (r) l0 (c) I

Jika F = (5x7 - 6x2;i + (2), - 4x)i. hitunglah I r.dr sepanjang kurvaCdalambidangxy,y=x3
Jg

ilari titik (1, l) ke (2.8). Jawab. 35

f
Jika F = (2,t +y)i+ (3.y -x)j,hitunglah I r.ar dimanaC adalahkurvadalambidangxyyangterdiri

"C
atas garis-garis lurus (0,0) ke (2,0) dan kemudian'ke (3,2). Jawab. I I

40. Carilah usaha yang dilakukan dalam menggerakkan sebuah partikel dalam medan gaya F --3x2i+(2xz'
y')j + zk sepanjang
(c) garis-lurus dari (0, 0, 0) ke (2, I, 3)
(r) kurvaruangx=2t2', y=t, z=4t2 -t dari t=O ke r=1.
(c) kurvayangdidefinisikanoleh x2 --4y,3x3 =82 dari x=0 ke x = 2.
Jawab. (a) 16 (b) 14,2 (c) 16

r
41. Hitunglahf f.at dimana F=(x- 3y)i+O -2x)j dan C adalahkurvatertutupdalambidangxy,

.rc

x=cosr,y =3 sinf dari,=0hingga r=2n
Jawab. 6 zr, jika C dilintasi dalam arah positif (berlawanan arah jarum jam).

42. Jika T sebrrah vektor stnggung satuan terhadap kurva C, t = t(u), perlihatkan bahwa usaha yang dilakukan

r
dalam menggerakkan sebuah partikel dalam sebuah medan gaya F sepanjang C diberikan oleh f- f' f at

rli mana S adalah panjang busur. 
- ic

43. Jika F = (2x +y2;i + (3y - 4x)i, hitunglah $ ",0, 
mengelilingisegitigaCdariGambar l, (a) dalarrr

.rc

arah yang diperlihatkan, (D) berlawanan terhadap arah yang diperlihatkan,
Jawab. (a) - lal3 @) 1413.

Gambar I Gmbar 2

44. Hitunglah S o-0, mengelilingikurvatertutupCdariGamb.2diatasjikaA=(rr- y)i+{x+y)j.-Js
Jawab.2l3.

45. -Iika A = (.v - 2x)i + (3x + 2),)j, hitunglahsirkuiasi A mengelilingisebuah lingkaran Cdalam bidang.xy
dengan pusat di titik asal dan jejari 2, jika Cdilintasi dalarn arah positif . Jawab. 8tr

a6.@) JikaA= 14xy- 3x222)i+2x2j*2x3zk,buktikanbahwa f n.O, takbergantungpadakurvaC
Jg

yang menghubungkan dua buah titik yang dibedkan. (D) Perlihatkan bahwa ada terdapat suetu fungsi
diferensiabel @ sehingga A = Vd dan carilah fiingsi itu.
Jawab. (il Q=2x?Y - x3z2 +konstanta.

47. (a) Buktikanbahwa F = (y2 cosz +2311 + (ryslna -4)J + (3r22+2ll.adalahsuatumedankonservatif.
(D) Carilah potensial skalar untuk F.
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(c) caritah usaha yang dilakukan dalam menggerakkan sebuah obyek dalam medan ini dari (0' l' -l)
hingea (a/2, -1,2)

Jawab. (b) 6=y2sin x+xz1 -4y+22 +konstanta' (c) 15+41

48. Buktikanbahwa F = 12r adalahkonservatifdancarilahpotemialskalarnya' Jawab'$ ={ + konstanta

49. Tentukan apakah medan gaya F = bzl + (12-!rt + (22 - x2;k konser"atif atau tidak-konser-

vatif. Jawab. Tidakkonservatif'

50. Perlihatkan bahwa usaha yang dilakukan pada sebuah partikel dalam menggerakkannya dari-z{ hinega I

sama dengan perubahan energi kinetik pada titik'titik ini, tak bergantung pada apakah medan .Sayanya

konservatif atau tidak.

51. Hitunglah f n.o, sepanjangkurvax2 +y2=1, z=l dalamarahpositifdari(0, I,l)hingea(1,0, 1)

"C
jika n= Otz+zx)i+xzi+(xy+22)k Jowob' I'

52. (a) Jika E = rr, apakah terdapat sebuah fungsi f sehingga g= -i$t Jika demikian, carilah' (b) Hitune-

?3
lah d 

".r. 
jika C sebarang kurva tertutupsederhana' Jawab' @) Q = 'T + konstan

Jg

(b) 0

53. perlihatkan bahwa (2r cosT + z sln/) d, + (zz coey * z2 sltll dy + ! f,l!T ilz adalah statu.diferensial

eksak. Karena itu, pecahkan persamaan diferensial 1L cosy + i sinyt dz + <'z cos/ - x2 s16l'ldy +

z stnT fz = 0. Jawab'r2cosl + xz sLny = ko:rstan'

54. Pecahkan (a'1 p-! -'gr2y2)ilx + (2xsy -r"'!)'ly = o,

(6) (z - e'xsLty)dx + (l +e-'co.sv) dy + (x-&2\ilz = O'

Jawob.1a1 ,.-! +,s!2 =konstan (b)rz + e-xslay + y - 422 =konstan

r
55. Jika Q = 2"y2, + :27. hitunglah J, Q o, di mana C.

(a) adalahkurva r=t, l=t2,2=ts dari r=0hinsgar= l'
(D) terdiriatasgarisAarislurusdari(0,0,0)tetiIO,0),kemudianke(f,1,0)dankemudianke(1'l'l)'

rawab. (a) |tr * {tr * ff r (b) +, + 2k

r
56. Jika s =hyl- zt+zk, hitunglah Jra*O' sepanjangkurva:=costr 7=sln'' z=2cos'

dari /=0 hingga t=n12. Jawab. (2 -!lt * (1r - +'),

f
57. Jika A = (3r+/)t - r! + (y-2\l danB = 21 -3!+k, hitunglah J fe"nl'dr mengelilingilingkar-

an dalam bldang x7 yang berpusat di titik asal dan berjejari 2 yang dilintasi dalam arah positif'

Jawab.41T(1i+31\

58. Hitunglah -f{ ^'"ds 
untuk tiap-tiap kasus berikut'

J

(a) A = y I + ?, ! - z k dan S adalah permukaan bidang 2x + y = 6 dahm oktan pertama yang dipotong

olehbidangz=4

(b) A = (a+y2)l- 2tt + 2yzh dan S adalah permukaanbidang2x +)+22 =5dalamoktanpertama'

5g. Jika F = 2yl - z! + x2k danSadalahpermukaansilinderparabolik.y2 =8.rdalamoktanpertamayang

105
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hitungrah ff ,." rt .

3

Hitunglah 
ff ^'" 

rt melalui seluruh permukaan S dari daerah yang dibatasi oleh silinderx2 + zz =9,
"8

x=0, y=0, z= 0 dan y =8, jika A = 6zl + (b+y)l _ xt. ,Iawab. lgn.

Hitunglah 
{f ,."rt melalui : (a) permukaan ,S

.'
koordinat dan bidang-bidangf = l, y = l, 2 = 1,
di (0,0,0). Jawab. (a) 3 (b) 4r,os

52' Hitunglah {f ^'"ds 
melalui seluruh permukaan dari daerah di atas bidang xy yangdibatasi oleh ke-

s

rucutz2 =x2 +y2 danbidangz=4, jika A = 4zzl + xyz2! + 3zl. Jawab. 320n

63. (a) Misalkan R adalah proyeksi dari sebuah permukaan S di atas bidang xy. Buktikan bahwa luas permu-

kaan s diberikan oleh If /. rlf-@ drdy iikapersamaan untuk s adatah z = f(x, y),
R

(D) Lalu bagaimana luas permukaannya jika S memiliki persamaan F(rg,zl=e7

,,€."W-T,#Jawab. ll ' dtd-rJ l?rl.P l=-l-dz

Carilahluaspermukaandaribidangx +2y+22=lZ yanedipotongoleh (o):=O,r=0. r=1,!=li
(6) r=0. /=0, dan x2 + y2 = 16. Jawab. (a) 312 (b)l en

Carilah luas permukaan dari daerah yang merupakan persekutuan irisan silinder+ ilnder * + f = * dan
12+ z2 = o2. Jawab. l6a2

Hitungrah Ol ff <Y,n.ras dan (D) fi f ads jikaF = (,+2r)r - 3tl + rt,
Jg

Q = q"+3y-22,

dan .S adalahpermukaan 2x+y+22=6 yangdibatasioleh x=0, x=1, !=O dan y=2.
Jawdb (c)1 (;) 2i+J+2t

67. Pecahkansoaldiatasjika S adalahpermukaan2x+y+22=6yangdibatasiolehx=0, y=O dan z=0.
Jawab. (al 9/2 (bl tZt + 36, + ?2t

68. Hitunglah 
{f 

O-fdzdy melalui daerah R dalam bidang xy yan1dibatasi oteh x2 + y2 = 36.

Jawab. l44tr R

59. Hitunglah 
ff{ ,*rrtdV. dimana v adalahruang tertutup yang dibatasi oleh silinder z = 4 - x2 dan

bidang-bidan[x=0, y= O, y=Z dan z=0. Jawab. 8Ol3 :

dibatasi oleh bidang-bidang.y = 4 d,an z = 6,
Jawab. 132

dari kubus satuan yang dibatasi oleh bidang-bidang

(b) permukaan sebuah bola berjejari a dengan pusat

64.

65.
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20. Iika F = (2r2-3.)r - byt- 4,i, hitunelah <rl tffv-rav dan {D) {ffvrrrv, di

7l
mana Y adalah ruang tertutup yang dibatasi oleh bidang-bidang.r = 0, y =0, z=0 dan Zx+Zy+z=4.

Jawab. (al $ ttl $6-rl
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