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s INTEGRASI VEKTOR

INTEGRAL BIASA DARI VEKTOR. Misalkan R(u) = R )i+ R,(u)j+ R ;(u)k sebuah vektor yang bergan-
tung pada variabel skalar tunggal w.di mana R («). Ry(u), R3(u)kontinu
dalam suatu selang yang citentukan. Maka

fR(u)a’u = ifRi(u)du + jj Ro(u)du + kng(u)du

disebut integral tak tentu dari R/u). Bila terdapat sebuah vektor Sfu) sehingga R(z) = % (S(u)), maka

fl?(u)du = f{%(s(u))du = Su) + ¢

dimana cadalah’vektor konstan sebarang yang tax bergantung pada u. Initegial reiitu antara limit-limitu =¢ dan
u = b dalam hal demikian dapat ditulis

f R(u)du = f di(sm))du = s@ +c| = S®) — s@
a ¥ e

a

Integra! ini dapat juga didefinisikan sebagai limit dari jumlah dalam cara yang analog dengan yang pada kalkulus
integral elementer.

INTEGRAL GARIS. Misalkan  r(z) = x(u)i + y(u)j + z(uw)k, dimana r(u) adalah vektor posisi dari
(x, y. z), mendefinisikan sebuah kurva C yang menghubungkan titik-titik P, dan P,
di mana u = u, dan u = u, untuk masing-masingnya.

Kita menganggap bahwa C tersusun dari sejumlah berhingga kurva-kurva dimana untuk masing-masingnya
r/u) memiliki turunan yang kontinu. Misalkan A(x,y,z) = Ayi + A,i + Ask sebuah fungsi vektor dari posisi
vang didefinisikan dan kontinu sepanjang C. Maka integral dari komponen tangensial A sepanjang C dari P,

ke P, , ditulis sebagai
P?
f A-dr = fA’a’r = fAldx + A, dy + Agdz
F

1 4 c

adalah contoh dari integral garis. Jika A adalah gaya F pada sebuah partikel vang bergerak sepanjang C, maka
integral garis ini menyatakan usaha yang dilakukan oleh gaya. Jika C adalah kurva tertutup (yang mana akan
kita anggap sebagai kurva tertutup sederhana, yakni kurva yang tak memotong dirinya sendiri), maka integral
mengelilingi C sering ditunjukkai oleh

}:A-dr = f Ay dx + A,dy + Agdz
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Dalam aerodinamika dan mekanika fluida, integral ini disebut sirkulasi dari A mengelilingi C, di mana A menya-
takan kecepatan dari fluida.

Pada umumnya, setiap integral yang dihitung sepanjang sebuah kurva disebut integral garis. Integral-integral
demikian dapat didefinisikan dari segi- pandangan limit-limit dari jumlah-jumlah seperti halnya integral-integral
kalkulus elementer.

Untuk metode-metode menghitung integral-integral garis, lihat Soal-soal yang dipecahkan.

Teorema berikut adalah penting.

TEOREMA. Jika A = Vo pada semua tittk dalam suatu daerah R dari ruang, yang didefinisikan oleh
@y £ K apy by £ y < bo,ey £25 ¢y, dimana ¢(x, y, z) berharga tunggal dan memiliki turunan-
turunan yang kontinu dalam R, maka

&7
1 ( A-dr tidak bergantung pada lintasan C dalam R yang menghubungkan P, dan 7, .
7z
w1

2, f A-dr =0 mengelilingi setiap kurva tertutup C dalam R

Dalam hal demikian A disebut sebuah medan vekror konservatif dan ¢ adalah potensial skalarnya.

Sebuah miedan vektor A adalah konservatif jika dan hanya jika VxA=0, atau juga ekivalen dengan
A=V¢. Dalam hal demikian, A-dr = A, dx + #, dy + Agdz = do, suatu diferensial eksak. Lihat Soal-
soal 10 — 14.

INTEGRAL PERMUKAAN. Misalkan S sebuah permukaan bersisi-dua, seperti diperlihatkan dalam gambar di

bawah. Misalkan sisi yang satu dari S dipandang sebagai sisi positip (jika S adalah
permukaan tertutup, ini diambil sebagai sisi luar). Sebuah normal satuan n pada sebarang titik dari sisi positif-
nya S disebut normal satuan positif atau yang digambar ke arah luar.

Hubungkan dengan diferensial luas permukaan
dS, sebuah vektor dS yang besarnya dS dan arahnya
menurut n. Maka dS = ndS. Integral

[Jun - ffune

S

adalah contoh dari integral permukaan yang disebut
fluks dari A melalui S. Integral-integral permukaan

lainnya,
ffcj:dS, ff@na’b‘, ffodS
S s S

di mana ¢ adalah sebuah fungsi skalar. Integral-in-
tegral demikian dapat didefinisikan dari segi pandang-
an iimit jumlah seperti dalam kalkulus elementer
(lihat Soal 17)

i
Notasi ﬁ) kadang-kadang dipergunakan untuk menyatakan integrasi melalui permukaan tertutup S.

/g
Dalam hal di mana tidak menimbulkan kebingungan boleh dipergunakan pula notasi f
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Untuk menghitung integral-integral permukaan, adalah memudahkan untuk menyatakannya sebagai in-
tegral lipat dua mclalui proyeksi dari luas permukaan S pada salah satu bidang koordinat. Ini mungkin jika se-
barang garis yang tegak lurus bidang koordinat yang dipilih memotong permukaan hanya pada satu titik. Akan
tetapi ini tidaklah mengemukakan masalah yang berarti karena pada umumnya Kita dapat membagi S dalam
bagian-bagian permukaan yang memenuhi persyaratan ini.

INTEGRAL VOLUME. Pandang sebuah permukaan tertutup dalam ruang yang menutup volume V. Maka

[[fra o fffes

4 [
adalah contoh-contoh dari integral volume atau integral ruang sebagaimana mereka biasanya disebut. Untuk
menghitung integral-integral demikian, lihat Soal-soal yang dipecahkan.

Scal-soal yang Dipecahkan

2
1. Jika Ru) = (u—u?i + 24°j — 3k, carilah (a) fR(u) du dan (b)] R(u) du .
1

(a) f R(u) du

a

f lw—u?i+ 22°j - 3kldu .
iJr(u—uQ)du + i [2u3du + kf——:idu

2 3 4
I =% 4o + J(%+ ) + k(=3u ~c3)

I}

I

3
2 3 4

= (%—%)i + %‘] — 3uk + cqi + c3j + c3k
l.t2 u &

= <—2-—§>1+"7j—3uk + c

di mana c adalah vektor konstan ¢qi + coJ + cak.

2 2 .3 4 2
. (®) Dari(a),j; R@)du = (%—“3)1 + "71 — 3uk + c\1
3 4 2 3 4
= [(%— 2?)1 +2?1 -3k +¢) — [(17— 1?)1 +—12—j — 3(Dk + c]
N P P
= med & S 3k

Metode lzin.

2 2 2 2
f R(u)du = i f (w—u?ydu + i f wldu + k f — 3du
1 s & 1 1
2

u ua ? ll4 g 7
(s S I T =Y N Yo M A R

2. Percepatan sebuah partikel pada setiap saat ¢ > 0 diberikan oleh

= %} - 12cos2ti — 8sin2tj + 16k

Jika kecepatan v dan pergeseran r adalah nol pada t = 0, carilah v.den r pada setiap saat.

Dengan mengintegrasi, V = 1f 12 ces2tdt + jf—Bsinzzdt + kf 16¢ dt

= 6sin2¢i + 4cos2ti + 8Pk + ¢



86 INTEGRASI VEKTOR

Dengan mengambil v =0 bila ¢ =0, kita peroleh 0 = 0f + 4j + Ok + ¢4 danc; = — 4j.

Maka Vv = 6sin2ti + (4cos2t—4)j + g2k

d)
Sehingga = 6sin2¢i + (4cos2t—4)] + g2k,

n

Dengan mengintegrasi, r if 6sin2cde + jf (4 cos 2t — 4)de + kf 8¢2de

= —3cos2ti + (2sin2¢—4r)j + -g-tsk + ¢
Dengan mengambil r = 0 apabilar=0, 0 = —3i+0j+0k+c, dan ¢, = 3i.

Maka r = (3=3cos201 + (2sin2e—40) + 8Pk,

2
3. Hitunglah fA x ¢A dt .

de?

d . _dA d’A . dA _dA d’a

—(AXx— = — + —x= = b

a't( dt ) 5 de? % s de?

2

. s dA d dA dA
D 3} f —= = — = = X— + ¢c.
engan menginiegrasi, Ax 2 dt = (A x - ) dt A = c

4. Persamaan gerak sebuah partikel P bermassa m diberikan oleh
43
m ‘EE = f(Nr

dimanaradalah vektor posisi P diukur dari titik asal O, r, vektor satuan dalam arah r, dan f{r) sebuah fung-
si dari jarak P ke O.

(@) Perlihatkan bahwa I x % = ¢ dimana c sebuah vektor konstan.

(b) Berikan interpretasi fisisnya untuk kasus-kasus f(r) < 0 dan f(r) > 0.
(c¢) Berikan interpretasi geometris dari hasil di (2).
(d) Uraikan bagaimana hasil-hasil yang diperoleh di atas dalam hubungannya dengan gerak planet-planet
dalam sistem tata surya kita.
. pr

(@) Perkalikan kedua ruas dari m dTg = f(r)r;  denganr x Maka

mr x dr = x =

g = fOrxre = 0

karena r dan r, searah | makar x r; =0. Jadi

2
dr oy dr _
rxdtQ_O dan dt(rxdt) ¢
Dengan mengintegrasi, rx :—: = ¢, dimana c¢ adalah vektor konstan, (Bandingkan dengan

Soal 3).

2
d : . .
(b) Jika f(r) < 0 percepatan d—t; arahnya berlawanan dengan r,; karena itu, arah gayanya menuju O

dan partikel selalu rertarik menuju 0.

Jika f(r) > 0 arab gayanya menjauhi O dan partikel berada di bawah pengaruh sebuah gaya
tolak di O.

Sebuah gaya yang arahnya menuju atau menjauhi sebuah titik tetap O dan besarnya hanya ber-
gantung padajarak r dari O disebut gaya sentral.
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Dalam waktu At partikel bergerak dari M ke NV
(Lihat gambar disamping). Luas yang disapu vek-
tor posisi dalam waktu ini mendekati separuh luas
sebuah jajaran genjang dengan sisi-sisi r dan Ar,
atau Y2r x &r. Maka luas pendekatan yang disapu
oleh vektor jejari setiap satuan waktu adalah

=
"

Kecepx:!tran luas
'}I‘ X5 = ustan

y
3r x Ar : oleh sebab itu laju perubahan luas se-
IAY N
saat adalah
AY ST | i

Um Zrx-— = zrx — = Jrxv

At -0 At dt x
dimana v adalah kecepatan sesaat dari partikel. Besaran H = 4r x g;-' = frxv disebut kecepatan
luas. Dari bagian (a),

Kecepatanluas = H = T % 3—: = konstan

Karena r-H = 0, geraknya dalam sebuah bidang, yang kita ambilkan sebagai bidang xy dalam
gambar di atas.

(d) Sebuah planet (seperti bumi) ditarik menuju matahari menurut hukum universal gravitasi Newton,

yang menyatakan bahwa dua buah benda yang masing-masingnya bermassa m dan M saling tarik me-

narik dengan sebuah gaya yang besarnya F = —G—f—’é’i , dimana r adalah jarak antara obvek-obyek dan
G sebuah konstanta universal. Misalkan m dan M adalah masing-masing massa planet dan matahari
dan pilihkan suatu sistem koordinat dengan titik asal di matahari. Maka persamaan gerak dari planet

axdlaiy P GMm P oM
m 12 ——3% I atau 22 -2 n

r

dengan anggapan bahwa pengaruh planet-planet lain dapat diabaikan.

Menurut bagian (c), vektor posisi sebuah planet yang bergerak mengelilingi matahari menyapu luas

yang sama dalam waktu yang sama. Hasil ini dan yang dari Soal 5 adalah dua dari ketiga hukum Kepler yang
terkenal yang ia deduksikan secara empiris dari tumpukan data yang dikumpulkan dan disusun oleh ilmu-
wan astronomy Tycho Brahe. Hukum-hukum ini memungkinkan Newton merumuskan hukum universal
gravitasinya. Untuk hukum Kepler ketiga, lihat Soal 36.

. Perlihatkan bahwa lintasan sebuah planet mengelilingi matahari adalah sebuah elips dengan matahari pada

salah satu titik apinya.

(I

(2)

(3)

Dari Soal-soal 4(c) dan 4(d),

dy it
dt 2 11
rxv = 2H = h
dr dry dr .
Sekarang r = rry, 5 STt sehingga
o dr. dr dr.
h = rxyv = x (r =% 4 %0 & 142 ary
rry X (r it cr ry) rery x 7
> dv GM d
Dari (1), I xh = —Zzmxh = —GMrx (rx %)
dr. dr dr
= —GM it = or) =] = ==t
(- SHn — (rer) 2] = o =
d
Pergunakan persamaan (3) dan kenyataan bahwa r1- % =0 (Soal 9, Bab 3).
Tetapi karena h adalah vektor konstan, 5—:’ x h = :—t(vx h) sehingga

d dr.
£ = =%
°F (vxh) GM
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Integrasikan, vVxh = GMr, + p
yang darinya r-(vxh) = GMr-.r; + r.p
= GMr +rr.p = GMr + rpcos @

dimana p vektor konstan sebarang dengan besar p, dan § adalah sudut antara p dan r,.
Karena r-(vxh) = (rxv)-h = h.h = h?, kita peroleh h? = GMr + rp cosf dan

GM +p cos O 1+ (p/GM) cos @

Dari ilmu-ukur analitik, persamaan polar/kutub sebuah
irisan kerucut dengan titik apinya berada pada titik ¥
asal dan eksentrisitasnya € adalah r = di

a
1+€cos @ Planet

mana g suatu konstanta. Bandingkan ini dengan persa-
maan yang diturunkan, nampak bahwa orbit yang di-

/_\a
x
syaratkan adalah sebuah irisan kerucut dengan eksen- Q 0
N
W

trisitas € = p/GM. Orbitnya adalah sebuah elips,
parabola atau hiperbola apabila € lebih kecil daripada,
sama dengan atzu lebih besar daripada satu. Karena
orbit dari planet-planet tertutup, mereka haruslah Elips s a

berbentuk elips-elips. 1+€cosf

INTEGRAL GARIS

6. Jika A = (3x%+6y)i — 14yzj + 20xz2%k, hitunglch f A-dr  dari (0,0,0) ke (1, 1, 1) sepanjang
lintasan-lintasan C berikut : 4
@ x=1 y=r z=13,
(b) garis-garis lurus dari (0, 0, 0) ke (1,0, 0), kemudian ke (1, 1, 0) dan kemudian ke (A1)
(¢) garis lurus yang menghubungkan (0, 0, 0)dan (1,1, 1).

f A-dr
c

f[(3x2+6y)l— 14yzj +20x22k] .+ (dx i + dyj + dz k)
~C

f(3x2+6y) dx — l4yz dy + 20xz2dz
¢

(@) Jika x =t, y =12, z =13, titik-titik (0, 0, 0) dan (1, 1, 1) masing-masingnya berhubungan dengan
t = 0 dan r=1.Maka

1
LA-dr = f (3P +6:%)de — 14(2)(°) d(e?) + 20(0) () d(%)

t=0
1
= o de — 288 dr + 60¢° dt
t=0
1 1
= (9 —28°+60°)de = 32— 47 +6:®| = 5
[e]
t=0

Metode lain,

Sepanjang C, A = 9:%i — 14¢°) + 2067k dan r=xf +y§ +zk = ¢i + (2§ + °k dar dr = (1 +2t§ +3:2k) de.

1
Maka A-dr = f (9% 1 — 14653 + 2007 ky- (i + 2t § + 32 k) de
t=o0

3
f(9t2—28¢8+6019)d: = 5
o]

S

"
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(b) Sepanjang garis lurus dari (0, 0, 0) ke (1,0,0) y =0, z=0, dy =0, dz = 0 sedangkan x berubah
dari O hingga 1. Maka integral sepanjang bagian lintasan ini adalah

5B 1 1
f (35®+6(0))dx — 14(0)(0)(0) + 20x(0) (0) = f 3% dx = 2° lo =13
x=0 ; x=0

Sepanjang garis lurus dari (1, 0,0)ke (1,1,0), x=1, z=0, dx =0, dz =0 sedangkan y berubah
dari 0 hingga 1. Maka integral sepanjang bagian lintasan ini adalah

1
f (3(1%+6y)0 — 14y(0)dy + 20(1)(0¥ 0 = 0
¥=0

Sepanjang garis lurus dari (1, 1, 0) ke (1, I, 1)x=1, y =1, dx =0, dy = 0 sedangkan z berubah
dari O hingga 1. Maka integral sepanjang bagian lintasan ini adalah

1 s 1 ol
f (3(1°+6(1)) 0 — 14(1) 2(0) + 20(1)2z° dz = 2022dz = 395’— Io = %’
Z=0 2=0
Jumlahkan, f A-dr = 1 + 0 + % = 233
c

(¢) Garis lurus yang menghubungkan (0, 0, 0) dan (1, 1, 1) dalam bentvk parametrik. diberikan oleh
x=t, v=t z=t Maka

1
f A-dr f (32 +6t)de — 14()(tydt + 20(e)(e) dt
! )
t=0

| . 1 5 3 13
f (362+ 6t — 1462 +206%) de. = (6e—112+20%)de =
t=0 =0

7. Carilah usaha total yang dilakukan untuk menggerakkan sebuah partikel dalam medan gaya yang diberikan
oleh F=3xyi— 5zj+ 10x k sepanjang Kurva x = 2 +1,y=27%z2= 3 darit=1 hinggat=2.

S~

Usaha total = f F-dr (Bxyi—5zj+10xk)-(dx1 +dyj +dzk)
[o]

Sxydx — 5zdy + 10x dz

2
= 32 +1)(22) d(P+1) — 5(°)d(2?) + 10(F+1)d(®)

o+
-

1}

(1265 + 106* + 126 + 3062y de = 303

2
7
8. Jika F = 3xyi — y"’j, hitunglah f F-dr dimana C adalah kurva dalam bidang y = 2x?, dari
(0}
(0, 0) hingga (1, 2).

Karena integrasi dilakukan dalam bidang xy (z = 0), kita dapat mengambil r = xi + yj. Maka

fF-dr = f(Bxyl—ij)-(dxl+dyj)
c c

f 3xy dx — y2 dy

c

il
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Metode pertama. Misalkan x = ¢ dalam y = 2x?. Maka persamaan-persamaan parameter dari C adalah

x
x =ty =12 Titik-titik (0,0) dan (1, 2) masing-masingnya berhubungan dengan t =0
dan ¢ = 1. Maka

5 1
fF-dr 5 f 3(e)(22) dr — (2622 d(26%) = f (662--16:5yde = —
e t2o %o

»|=3

Metode kedua. Substitusikan v = 2x? secara langsung, dimana x mulai dari 0 hingga 1. Maka

1 p
fl?-dr = f 3x(22%) dx — (2°)2 d(24?) = f (6x°—162") dx
4 xZ0 x=0

n
|
o|=a

Perhatikan bahwa bila kurva dilintasi dalam arah sebaliknya, yakni dari (1, 2) ke (0, 0), harga integral akan
menjadi 7/6 daripada — 7/6.

. Carilah usaha yang dilakukan dalam menggerakkan sebuah partikel mengelilingi lingkaran C dalam bidang

xy sekali, jika lingkaran berpusat di titik asal dan berjejari 3 dan medan gaya diberikan oleh
F = (Zx—y+2)i + (x+y—2°)j + (3x— 2y +4z2)k

Dalam bidang z=0, F = (2x—y)i + (x +y)j + (3x —2y)Kk dan dr=dxi+dyj sehingga usaha yang
dilakukan adalah

f F-dr = f [2x—y)i + @+y)i + (3x—20)k] - [dxi + dyj]
c c

f (2x—y)dx + (x+y)dy
(6

Pilih persamaan-persamaan parameter lingkaran sebagai x = 3 cos 7, y
Yy =3sint di manar berubah dari O hingga 27 (lihat gambar disamping).

Maka integral lintasan sama-dengan
rom r

[2(3cost)—3sin5] [—3sinelds + [3cost +3sint] [3cose]de ¢

0 o

t

2m . o
= f (9 — 9sintcose)dt = 9t — Esingg ] = 187
9 o

Dalam melintasi C kita telah memilih arah berlawanan perputaran jarum
jam yang ditunjukkan dalam gambar disamping. Kita menyebutnya arah r=xi+yj

positif, atau mengatakan bahwa C telah dilintasi dalam arah positif. =3 costi+3sine]
Jika C dilintasi dalam arah perputaran jarum jam (negatif) harga integral

akan menjadi — 18 7.

@) Jika F=V¢, dimana ¢berharga tunggal dan memiliki turunan-turunan parsial yang kontinu, perli-
hatkan bahwa usaha yang dilakukan dalam menggerakkan sebuah partikel dari satu titik P; = (x,, y,,
z;) dalam medan ini ke titik lainnya P, = (x,, ,, z,) tidak bergantung pada lintasan yang me&ghu-
bungkan kedua buabh titik.

(b) Sebaliknya, jika . [ F-dr tidak bergantung pada lintasan C yang menghubungkan dua buah titik

sebarang, maka perlihatkan bahwa ada terdapat suatu fungsi ¢ sehingga F=V¢.

P e
f F-dr = Ve -dr
o) A

(@) Usaha yang dilakukan

P L
fz(a—ipi+a—¢j +%%)k).(dxi+dyj +dzk)
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. (22 op o¢
= L gdx * :a—y-dy + Edz
1

n
1

&
j‘; dp = DBy — PP = P(xg,72,29) — D(x1,¥1,21)
1

Jadi integral hanya bergantung pada titik-titik P; dan P, dan tidak pada lintasan yang menghu-
bungkan mereka. Ini hanyalah benar jika ¢ (x, y, z) berharga tunggal pada semua titik-titik P, dan P,.

(b) Misalkan F = Fi + Fpj + F3k.  Menurut hipotesis, f F-dr tidak bergantung pada lintasan C yang
C

menghubungkan dua buah titik sebarang, yang masing-masingnya kita ambil sebagai (x;, ¥, z;)
dan (x, y, z). Maka

(x,y,2) (x,y,2)
Plxy.2) = F-dr = f Fidx + Fody + Fydz

(%1,71,24) (%1,51, 1)

tak bergantung pada lintasan yang menghubungkan (xy, y, z;) dan (x, ¥, z). Jadi
(x+Ax,y,2) (x,y,2)
F-dr - F-dr
(%1, y1, 21) (1,71, 21)
(%171, 21) (x+Ax,y,2)
F-dr + f F-dr
(x,y,2) (%1, ¥1, 21)

r(xtlx,y,z) (x+Ax,y,2)

< j F-dr = f Fide + Fydy + Bydx
(x,5,z) (x,y,2)

[}

¢>(x+Ax. Y. z) WL ¢(x-}’-z)

"

Karena integral terakhir di atas haruslah tak bergantung pada lintasan yang menghubungkan (x, y, z)
dan (x + &, y, z), kita dapat memilih lintasannya berbentuk garis-lurus yang menghubungkan titik-titik
ini sehingga dy dan dz adalah nol. Maka

Pxt+hx, ¥, 2) — Px,y,2) 1 (x+Ax,y,2)
T =

N F, dx
A (x,y,2)

Ambilkan limit dari kedua ruas jika&x — 0, kita peroleh - F.

)
Dengan cara yang sama, kita dapat memperlihatkan bahwa g = F, dan a—f = Fj.
[
Maka F = Fii + Fj + 5k = B_QSi +B_¢j +—¢k = V.
Sc Oy 0s

P

Jika j; F-dr tak bergantung pada lintasan C yang menghubungkan £ dan P, , maka F konser-
1

vatif, dan sebaliknya F= Vd)

Bukti dengan mempergunakan vektor. Jika integral garis tak bergantung pada lintasan. maka

(x,y,2) (x,y.2)
ey = [ e < o0
(x1,¥1, 21) ( ds

1 X1, Y1, 21)

dg _ dr i de . dr . dr _
Dengan menurunkan, Ts F-;,; . Tetapi T V(;()K sehingea (Vd)-— F)-ds =0.

Karena ini harus berlaku untuk sebarang harga g_r , kita peroleh F = V¢,
S
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(@) Jika F suatu medan konservatif, buktikan bahwa curl F=Vx F =0 (yakni F adalah irotasiona!)
(b) Sebaliknya,jika VxF=0 (yakniF adalah irotasional), buktikan bahwa F konservatif.

(a) Jika F suatu medan konservatif, maka menurut Soal 10, F= V.

Jadi Curl F=VxVe =0 (lihat Soal 27 (2), Bab 4).
i ik
(b) Jika VxF=0, maka % % ai; = @ dan dengan demikian
R F F
% _ 9K OF, OF OF, _ OR
By S8 " 8 k' % Oy

Kita harus membuktikan bahwa F= V¢ sebagai konsekuensinya.

Usaha yang dilakukan untuk menggerakkan sebuah partikel dari (x;, ¥, z;) ke (x, y, z) dalam
medan gaya F adalah

Fixy,2ydx + Fy(xy,2)dy + F(x,y,z)d:

dimana C adalah lintasan yang menghubungkan (x;, y;, z;) dan (x, y, z). Baiklah kita memilih lintasan
khusus, yakni potongan-potongan garis-lurus dari (xy, y;, z;) ke (x, y, z,) ke (x, y, z;) ke (x, y, z) dan
menyebut ¢ (x, y, z) usaha yang dilakukan sepanjang lintasan khusus ini. Maka i

x 4 a4
Gbxy,z) = f Fi(x,v1,21)dx  + f Fo(x,y,z9)dy + J Fy(x,y,z)dz
Dari sini diperoleh " YA 74

3
'a*? = F(xy,2)

foles) fl OF,
= = Fy(x,y,z1) + = (xpyz)dz
By 2(%, Y21 - By Y
g
= Fo(x,y,zy) + f %L:Q(x,y,z)dz
Zq "

Z
= F(x,y,z1) + F?(x,y,z)lz = F(x,y,z1) + Fo(xy,2) — Fo(x,y,21) = Fy(x,y,2)
1

o Y OF z OF,
== = Fi(x,y5,21) + == (xy, 2 dy  + =2 (x,y,2) dz
Ox y. Cx z ax

1

1

Y 9R z OF
= Fi(x,y1,20) +f == (x5, ga)dy  # f a—l(x.'y,z)dz
¥ Cy z z

y z
= Fi(x,y5,21) + 1“1(1.7‘21)’ + F1(x.7.2)|
b4 (N

= Fi(x,ynzq) + Fi(x,y,210) — F(x,y1,21) + Fi(x,52) - Fy(x,y,21) = F(x,y,2)
9 fo! o
Maka F = FRi+Fj+FRk = :931'+—¢j+~k = V.
Ox ay az

Jadi syarat perlu dan cukup agar sebuah medan F konservatif adalah bahwa curlF = Vxr=g.
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. (@) Perlihatkan bahwa F = (2xy +2%)i + xj + 3xz°k sebuah medan gaya konservatif. (b) Carilah po-
tensial skalar. (c) Carilah usaha yang dilakukan dalam menggerakkan sebuah benda dalam medan ini dari

1,-2,1)ke(3,1,4).

(a) Dari Soal 11, syarat perlu dan cukup agar sebuah gaya konservatif adalah curlF = Vxr=o0.

i i k
) el 9
Sekaran VxF = p o 9, -G, = i
BV 5 o
2y o+ 23 A2 3xz?

Jadi F sebuah medan-gaya konservatif.

(b) Metode Pertama.

Menurut Soal 10, F = Vd) atau ?1)1 g gf_i_) = (b:y+zs)l +x°§ + 3xz2 k. Maka
y 2
Oy

P o

) = = 2%y +2° = 2 (3)-57 = 3xz

2

Integrasikan kita peroleh dari (1), (2) dan (3), masing-masing

¢
¢ =y + g(x.2)

¢

Py + x2° + f(y,2)

n

x2° 4+ h(x,y)

Ini sesuai apabila kita memilih f(y.z) = 0, g(x,z) = x2°, h(x,y) = 2Py sehingga dengan demikian

¢ = x?y +xz° dengan tambahan sebarang konstanta.

Metode Kedua.
Karena F konservatif, ‘]C‘ F-dr tidak bergantung pada lintasan C yang menghubungkan (¥1,y, z1)

dan (x, y, z). Dengan mempergunakan metode dari Soal 11(b),

% Y
P(xy,2) = r (2xy +2]) dx  + f Zdy + f 3x2% dz
Jxl 71
2 N 3
= (x y1+le) ‘751 + 22 y I + xz ‘21
. 2 3 2 3 2 2 3 _ 3
= x k4] i xz1 == xlyl = xlz1 &Ry =X yl + =xz x21
= 2 3 2 3 _ 2 3 .
= xy + xz — x7y — %z = xy + xz” + Konstanta
Metode Ketiga. Fedv = Vp.dr = aqbdx + ESiédy + B—gdz = do
o S o2
Maka dp = F-dr = (2ay+z%)dx + x2dy + 3x22d:z

= (2ay dx +x°% dy) + (2% dx +3x22 dz)

= d(ny) + d(ng) = d(x2y+xzs)

dan ¢ = x2y + xz> + konstanta.
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B
F.dr
Py

i)
f (2xy +2%)dx + 22 dy + 3x2% dz
P,

(c) Usaha yang dilakukan

"

1
Py B (3,1,4)
= d 2 + A = x? 2 = 2 2 =
j}; (x"y +x27) x°y + xz " x“y + xz |(1.-2.1) 202
Metode lain
Dari bagian (b), ¢ (x,y,z) = x*y +xz> +konstanta.
Usaha yang dilakukan = ¢ (3,1,4) — ¢ (1, -2,1) = 202.
P2
13. Buktikan bahwa jika f F.dr tak bergantung pada lintasan yang menghubungkan dua buah titik se-
Py

barang P; dan P, dalam suatu daerah yang diberikan, maka f F.dr = 0 untuk semua lintasan tertutup
dalam daerah itu dan begitupula sebaliknya.

Misalkan P, AP, BP, (lihat gambar disamping) adalah sebuah
kurva tertutup. Maka

fF-dr = f Fedr = f Fedr + fF-dr

P, AP,BP, P AP, RBP,
r
= fF-dr - J Fedt = 0
P AP, PLBP,

karena berdasarkan hipotesis integral dari P, hingga P, sepanjang
lintasan yang melalui 4 sama dengan yang melalui B.

Sebaliknya, jika flv‘-dr = 0, maka

f Fedr = fF-dr + f Fedr = fl-’-dr - f Fedr = 0

P AE,BP, P AR, B,BP, P 4P, P, BP,
sehingga, f Fedr = f F-dr.
P, AP, P, B,

14. (a) Perlihatkan bahwa syarat perlu dan cukup agar Fidx + F,dy + F3dz suatu diferensial eksak adalah
bahwa VxF =0 dimena F = Fi + Fj+ k.

(b) Perlihatkan bahwa (y2z° cosx — 4x°z) dx + 2%y sinx dy + (3y22% sinx — x*) dz  suatu dife-
rensial eksak dari sebuah fungsi ¢ dan carilah ¢.

(@) Andaikan F,dx + F,dy + Fzdz = dp = éﬁdx + g—quy + g—qbdz, suatu diferensial eksak. Karena
x Y z
x, y dan z adalah variabei-variabel yang bebas satu terhadap lainnya, maka
F, = % F, = —a_(b F, = 8_2
1 ' 2 o 3 P

dan dengan demikian F=F11+F21+F3k=g—fi+g—j’j +g—‘fk= Vo. Jadi VxF=VxVp =9,
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Sebaliknya, jika VxF = 0 maka menurut Soal 11, F-= V¢ dan dengan demikian F-dr =
Vp.dr = dop, yakni Fydx + Fydy + Fydz = dp, suatu diferensial eksak.

®) F = (5°2° cosx — P21 + 2:% sinxj + (3y22z2 sinx — x*)k dan VxF
dihitung berharga nol, sehingga menurut bagian (a)

(yzz3 cosx — 4x°z)dx + 2z3y sinx dy + (3y222 sinx —x*)dz = do
Menurut metode-metode dari Soal 12 kita peroleh ¢ = y2=3 sinx — 2%z + konstanta.

15. Misalkan F sebuah medan konservatif sehingga F = —V¢b. Andaikan sebuah partikel bermassa konstan m
bergerak dalam medan ini. Jika 4 dan B adalah dua buah titik dalam ruang, buktikan bahwa

B(A) + zmyf = PB) + imv}

di mana v, dan vg masing-masingnya adalah besar kecepatan partikel di A dan B.

2 2
e de Jdr _ dr dr _m o d dr2
Eepa=m 2 Maka ®- 00 S MG 2 i 3¢’
B B
] cdp = M2 g o A2
Integrasikan, J; F-dr = 2 ¥ |‘4 2™y 2™y
! "B B B )
Wiie X e .J Fodr = — | Vgudr = — ) dp = ) — ¢B).
A A A
Maka ¢(4) — ¢(B) = %mv; - %mv; dan dari sini diperoleh hasilnya.

¢ (A) disebut energi potensial di A dan % va2 energi kinetik di A. Hasil di atas menyatakan bahwa
energi total di 4 sama dengan energi total di B (kekekalan energi). Perhatikan penggunaan tanda negatif
dalam F = - V.

16. Jika ¢ = 2xyz?, F = xyi — zj + x2k dan C adalah kurva x =¢2, y =2¢, z =¢> dari ¢ = 0 hingga ¢ = 1, maka

hitunglah integral-integral garis (a) fd)dr, b) f Fxdr.
(o] (4
(@) Sepanjang C, @ = 2xyz? = 2(2)(20)(®2 = 4c°,
r = xi+yj+zk = ¢2i+2)+¢£k, dan
dr = (21 + 2 +3°k)ydt. Maka
1

Gdr = f 4®(2t1 + 2§ + 32 k) de
=0

1 1 1
1f 80ds + jf 8°%ds + kf 120%de = B+ 45 4k
e ” A 11 5

(h) SepanjangC, F=xyi — zj +x°k = 2°1 — 2§ + *k.

—

c

Maka Fxdr = (2°1 — 2§ + k) x (21 + 2 + 32 K) de
1 ik
= |2 @ f|dr o= [(3°—2%1 + @2°—6")i + (a’+2Yk] de
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dan

o~

Fxdr = lf

o
9
0

—

INTEGRAL PERMUKAAN

wlto
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1 5 1
(—3t°—2c*ydt + jf (-4Byde + kf (43 +2t*y de
o o
i

I + ¢k

ui|-a

r
17. Berikan definisi dari ]J A-n  dS melalui permukaan S dalam limit dari suatu jumlah.
N

18.

Bagikan S kedalam A/ buah elemen luas AS, dimanap=1,2,3, ... M. Pilih sebarang titik P, didalam
AS, yang koordinat-koordinatnya (xp, yp, z,). Definisikan A(xp, ¥p, 2p) = Ap. Misalkan n, adalah normal

satuan positif terhadap ASP di P. Bentuk penjumlahan

¥
2 Apmp B

p=1

di mana A, - n, adalah komponen nor-
mal dari A, di Pp,.

Sekarang ambilkan limit dari jum-
lah ini bila M - o sedemikian rupa
sehingga ukuran terbesar deari tiap-tiap
A Sp mendekati nol. Bila limit ini ada,
ia disebut integral permukaan dari
komponen normal A melalui S dan
dinyatakan oleh

ff we

Andaikan proyeksi permukaan S pada bidang xy adalah R (lihat gambar dari Soal 17). Perlihatkan bahwa
ff A.ndS = A-n ‘MZ
A" k]
s R
Menurut Soal 17, integral permukaan adalah limit dari jumlah
). 4
1 :
(1) 2 A, n, Asﬁ
p=1
Proyeksi ASp pada bidang xy adalah I(nﬁ Asﬁ)'k 1atau I nﬁ-kl AS;, yang mana sama dengan Axp Ayp
Abeyb )
sehingga AS,, = l—n—k—!- . Jadi jumlah (1) menjadi
b
, il Dy Dy
< 2 A |
p=t #

Menurut teorema dasar dari kalkulus integral, limit jumlah ini bila M - °° sedemikian rupa sehingga

Ax, dan Ay, yang terbesar mendekati nol, adalah
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dx dy
S e
R
Dengan demikian terbuktilah hasil yang dikehendaki.
- ; By By . ; ; iperli .
ecara tegas, hasil Asﬁ = F;TT hanyalah mendekati benar tetapi dapat diperlihatkan dengan pe

ngujian yang lebih lanjut bahwa masing-masingnya berbeda dari satu dengan yang lainnya hanya oleh
infinitesimal-infinitesimal dengan orde lebih besar daripada Ax, Ayp. Dengan mempergunakan kenyataan
ini, limit-limit dari (1) dan (2) dapat diperlihatkan sama besarnya.

19. Hitunglah ff A-ndS, dimana A=18zi— 12j+3ykdan S adalah bagian dari bidang 2x + 3y *+
N

z = 12 yang terletak dalam oktan pertama.

Permukaan S dan proyeksi R nya pada bidang xy diperlihatkan dalam gambar di bawah.

Dari Soal 17,

Untuk memperoleh n, perhatikan kembali bahwa sebuah vektor yang tegak lurus terhadap permukaan
2x + 3y + 6z = 12 diberikan oleh V(ox+3y+62z) = 2i + 3§ + 6k (lihat Soal 5 dari Bab 4). Maka normal satuan
terhadap sebarang titik dari S (lihat gambar di atas) adalah

o B L Bl
o e A BT TEk =%i+%j+%k
V22+3%+6°
Jadi n-k = (2i +3j+8k.k = £ dan dengan demikian 454y _ Ly, 4
7 71 T 7 & [nk| © 2
o - 2. .3.. 6, _ 362—36+18 _ 36— 12
Juga A-n (18z 1 12j+3y‘k}-(71+71+7k) = - . =

. ; 12 —2x —3y }
di mana dipergunakan kenyataan bahwa z = ———— dari persamaan untuk S. Maka

6
dx dy 36— 12x, 7 :
AndS = A-n [nk| = (—?—)gdxdy = (6 —2x)dx dy
R R

S R
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Untuk menghitung integral lipat dua ini melalui R, ambilkan x tetap dan integrasikan terhadap y =0

(P dalam gambar di atas) hingga y =12=2% (0 dalam gambar di atas); kemudian integrasikan terhadap

3
x dari x = 0 hingga x = 6. Dengan cara ini R sama sekali terliputi: Integral menjadi
6 (12-2x)/3 6 42
(6 —2x)dydx = f (24-—12x+—3~)dx = 24
x=0 y=0 x=0

Bila kita mengambil arah normal satuan n berlawanan dengan arah dalam gambar di atas, kita akan mem-
peroleh hasil — 24

20. Hitunglah ff A-ndS, dimana A = zi +xj — 3y?zk dan S adalah permukaan silinder x> +

S
y* =16 yang terdapat dalam oktan pertama antaraz =0 danz = 5.

Proyeksikan S pada bidang xz seperti dalam gambar di bawah dan sebut proyeksinya R. Perhatikan
bahwa proyeksi § pada bidang xy tak dapat dipergunakan disini. Maka

Jfwea s [z

N

|

_ Normal terhadap x% +y? =16 adalah V(»? +y2y =
2¢i+2yj. Jadi normal satuan terhadap S sebagaimana
diperlihatkan dalam gzmbar di samping, adalah

i 21[*‘2)’] i xi+yj
R z 4
V(2x) +(2y)

karena x? +y2 = 16 pada S.

xityj

An = itri=3k. 35 - %(xz +xy)

"

cxityj &
Y - s ; SR 4

e 4 i

Maka integral permukaannya sama dengan

5 b 5
£
ffﬁ_"zdxdz = f f (P oy dds = f (4z+8)dz = 90
7 ‘/16-—x2 =

R z=0 x=0 z

21. Hitunglah ff ¢n dS di mana ¢ = 3/8 xyz dan S adalah permukaan dari Soal 20.
N

Kita peroleh Jf dndS = q ®n M
- |n-j]
S R

Pergunakan n = %3 , n-j= % seperti dalam Soal 20, integral terakhir ini menjadi
reo. 5 & At L
Jf%xz(xi+)’j)dxdz = % f f (xgzi+xzv/16»-x?j)dxdz
o z=0 x=0
= 3 f5 (8%, + 8, 5y4: = 100i + 100j
8 3 3

z=0
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22. Jika F yi+(x—2xz)j —xyvk, hitunglah ff (VxF)-n dS di mana S adalah permukaan bola

x*+y? +2? _a di atas bidang xy.

i B k
VxF = _(% % 53; = xi+yj—2zk

y x—2xz —xy

Normal terhadap x? +y% +z¥=4? adalah

V2+y%+2%) = 2xi + 2y + 22K

Maka normal satuan n dari gambar di atas diberikan oleh

wi+2yj+2:k _ zi+yi+zk
V4x2+4y% +422 a

karena x? +y? +22 = 4%,

Proyeksi dari S pada bidang xy adalah daerah R yang dibatasi oleh lingkaran x? + y2 =igh z2=10
(lihat gambar di atas). Maka

ff (VxF).nds = f (VxF)n 2% dy
|n-k|
S R

xi+yj+zk_ dxd
- ff(xi+yj—22k) B
4

Va?- 2 242
f f s nbs dy dx
a2—x --y

y=-va Vo252

di mana telah dipergunakan kenyataan bahwa z = /a®> — x? — y?. Untuk menghitung integral lipat dua
di atas, transformasikan ke koordinat-koordinat ‘polar (p, ¢) di mana x = p cos @, y = p sin ¢ dan dxdy digan-
ti oleh p dp d¢. Maka integral lipat duanya menjadi

2 a 2 a
f pdpdqs f f 3_(£__a_)_t_a_pdpd¢

2__ n2 2 )2
St es') 1/a P =0 p=0 l/a p
2m a 2
= J‘ f (—=3pVa?=p* + 2R it
iy /a2_p2

23. Jika F = 4xzi — y®j + yzk, hitunglah ff F-ndS
S
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dimana§ adalah permukaan kubus yang dibatasi oleh
x=0,x=1,y=0,y=1,z=0,z=1.

SisiDEFG: n=1i, x=1.Maka

(e

DEFG

"

1. i3
f (421 ~3"§ +y2K)- i dydz
(o]

1,1
f dz dydz = 2
(o]

Sisi ABCO : n = —i x = 0. Maka

o~ &—

8 1
ffF-ndS = ff (=y%i+yzk)- (=) dydz =
0 Yo

4BCO

Sisi ABEF: n=j,y=1. Maka

1 1
ffF-ndS = ff (4xzi—j+zKk)-jdxdz =
E; 0 *0Q

ABEF

Sisi  OGDC: n=-—j, y=0. Maka

1,1
ffF-ndS = ff (4xz i)« (=§)dxdz = 0
Yo Yo

0GDC

Sisi BCDE: n=k, z=1.  Maka

1 1
ffF-ndS = ff (4xi—y2§ +yk)+ kdxdy
o Yo :

BCDE

Sisi AFGO: n=—k, z=0. Maka

i1
lTFmﬁ =J:{(ﬁﬂyemu@ =0
(ol o]

AFGO

Jumlahkan, ffF-ndS = 240+ (-1)+0+ 3
N

+

0

oo

Dalam membicarakan integral-integral permukaan kita telah membatasi diri -pada permukaan-permukaan

yang bersisi-dua. Berikan contoh dari sebuah permukaan yang tidak bersisi-dua.

Ambilkan sclembar kertas seperti ABCD yang diper-
lihatkan pada gambar di samping. Pelintirkan lembaran di
atas schingga titik-titik 4 dan B masing-masingnya jatuh
pada D dan C, seperti dalam gambar di samping. Jika n
adalah normal positif pada titik /” dari permukaan, kita da-
patkan bahwa bila n bergerak mengelilingi permukaan ia
merubah arah semulanya ketika tiba kembali di 2 Jika ki-
ta mencoba memberi warna setu sisi saja dari permukaan,
akan kita dapatkan bahwa semua permukaan ternyata
menjadi berwarna. Permukaan ini discbut lembar Moebius,
yang adalah suatu contoh dari permukaan berisi-satu. Ini
kadang-kadang disebut permukaan tak dapat diorientasi-
kan. Permukaan berisi-dua adalah dapat diorientasikan.
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INTEGRAL VOLUME

25. Misalkan ¢ = 45x%y dan V menyatakan ruang tertutup yang dibatasi oleh bidang-bidang 4x + 2y +z = 8,
x=0, y=0,z=0. (2) Nyatakan ff ¢ dV sebagai limit dari jumlah. (b) Hitunglah integral di (a).
14

(a) Bagikan ruang V ke dalam M buah kubus-
kubus dengan volume AV}, = Axp AypDzg
k=1,2,...,M seperti diperlihatkan da-
lam gambar di samping dan misalkan
(Xk, Y Zx) sebuah titik dalam kubus ini.
Definisikan ¢(xx, Y, Zx) = . Pandang
jumlah

X
ed > #,04
k=1

yang diambil untuk semua kubus yang
mungkin dalam ruang yang ditinjau.
Limit dari jumlah ini, bila M —-> oo se-
demikian rupa sehingga kuantitas-kuan-
titas terbesar AV, akan mendekati nol,
dan jika limit ini ada, dinyatakan oleh

[ f f ¢ dv-Dapat dipe:lihatkan bahwa li-
Y

mit ini tak bergantung pada cara pemba-
giannya jika ¢ kontinu diseluruh daerah
V.

Dalam membentuk jumlah (1) untuk semua kubus-kubus yang mungkin dalam ruang di atas, ada-
lah sebaiknya diteruskan dalam cara yang beraturan. Salah satu kemungkinan adalah pertama menam-
bahkan semua suku-suku dalam (1) yang berhubungan dengan elemen-elemen volume yang terkandung
dalam sebuah kolom seperti PQ dalam gambar diatas. Ini sama artinya dengan mempertahankan x
dan yj tetap dan jumlahkan terhadap semua z,. Kemudian, pertahankan x, tetap dan jumlahkan
terhadap semua y,. Ini sama artinya dengan menjumlahkan semua kolom-kolom seperti PQ yang ter-
kandung dalam lempengan RS, dan sebagai akibatnya sama artinya dengan menjumlahkan semua kubus-
kubus yang terkandung dalam lempengan demikian. Akhirnya, rubah x;. Ini sama artinya dengan men-
jumlahkan semua lempengan seperti RS.

Dalam proses yang diutarakan di atas, penjumlahan pertama dilakukan terhadap z; kemudian ter-
hadap y, dan akhirnya terhadap x,. Namun demikian, penjumlahan ini jelas dapat dilakukan dalam
sebarang urutan lainnya.

(b) Ide yang terkandung dalam metode penjumlahan yang diutarakan di () dapat dipergunakan untuk
menghitung integralnya. Ambilkan x dan y tetap, dan integrasikan dari z = 0 (alas dari kolom PQ)
hingga z = 8 — 4x — 2y (tutup atas dari kolom PQ). Kemudian ambilkan x tetap dan integrasikan ter-
hadap v. Ini sama artinya dengan penjumlahan kolom-kolom dengan alas pada bidang xy (z=0) yang
terietak dalam ruang dari R(dimanay = 0) hingga S (dimana 4x + 2y = 8 atau y = 4 — 2x), dan in-
tegrasinya dari y = 0 hingga y = 4 — 2x. Akhirnya, kita jumlahkan semua lempengan yang sejajar bidang
yz, yang sama artinya dengan integrasi dari x = 0 hingga x = 2.

Integrasinya dapat dituliskan

2 a4-2x g-tx—2y
f f f 45:%y dz dy dx
z=0

x=0 y=0

fé

2 Y=-2x
45 f f Py (8—4x—2y) dydx

x=0 y=0

2
= 45 %3(4—3)3 dx = 128
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Catatan : Secara fisis, hasilnya dapat diinterpretasikan sebagai massa dari ruang V di mana kerapatan-
nya ¢ berubah-ubah menurut ¢ = 45x2y.

Misalkan F = 2xzi — xj + y2k. Hitunglah f f f F dV di mana V adalah ruang yang dibatasi oleh per-
mukaan-permukaarrx=0, y=0, y =6, z =x2, Z=4 ;

Ruang V terselubungi dengan (¢) mempertahankan x dan y tetap dan integrasikan dari z = x? hingga
4 (alas ke tutup atas dari kolom PQ), (b) kemudian pertahankan x dan y tetap dan integrasikan dari
» =0 hingga y = 6 (R ke S dalam lempengan), (c) akhirnya, integrasikan dari x = O hingga x = 2 (dimana
z = x? bertemu dengan z = 4). Maka integral yang diinginkan adalah :

z =

2 5 4
f f (2xzi—xj+y2k)dzdydx

2 rb oy 2 pbpu 2,60
lfff 2z dzdydx — jf f x dzdydx + kfff y2dzdydx
0v0Jx? 0 Yo V2 0 Yo vYx2

1281 — 24j + 384k

n

27. Carilah volume dari ruang yang merupakan irisan antara silinder-silinder x> + y* = g® dan x? + z2 = ¢%.

Volume yang diinginkan = 8 kali volume dari ruang yang diperlihatkan dalam gambar di atas
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Ja2-x2 va2-x2
f f f dzdydx

x=0 y=0
a paVa?-22 a
= 8 f Va?—2 dydx = 8 f (@2—x2)dx = L‘;s
x=0 y=0 x=0

Soal-soal Tambahan

4
Jika R(t) = (32+1t)i + (2—6¢)§ — 4ck, carilah (a) fR(t) dt dan (b) f R(2) dt.
2

Jawab. (a) (2—t¥2)i + (2t —3t2)j — 22k + ¢ (b) 50i — 32j — 24k
/2
Hitunglah f (3 sinui +2cosuj)du Jawab. 3i+2j
0

2 2
Jika A@¢) = ti—¢2j+ (t—1)k dan B(¢) = 2¢2i+ 6k, hitunglah (a) f A-Bd:, (b) f AxB dt.
0 0

Jawab. (@) 12 (b) —24i — %j + %k

Misalkan A=¢i—3j +2tk, B=i—2j +2k,C=3i +¢j—Kk

) 2 z 87 15
Hitunglah (a)f A-BxC dt, (b) Ax(BxC) dt. Jawab. (a)0 (b) -3 i =k
5 L

a4
teglty

Percepatan a dari sebuah partikel pada sebarang saat ¢ > 0 diberikan oleh a = eli—6(+1)j+3sintk.
Jika kecepatan v dan perpindahan r adalah nol pada saat t = 0, carilah v dan r pada sebarang saat.

Jawab. v = (1 — e~tyi — (32+6t)j + (3 —3 cost)k, = (t-—1+e"t)i — (£34362)j + (3t—3 sino)k

Percepatan a dari sebuah benda pada sebarang saat t diberikan oleha = —¢& j, dimana g sebuah konstanta.
Pada saat ¢t = 0 kecepatan diberikan oleh v = vp cos 901 + ypo sin 901 dan perpindahan = 0. Carilah v
dan r pada sebarang saat ¢ > 0. Ini menggambarkan gerak sebuah peluru yang ditembakkan dari sebuah
meriam yang membuat sudut. 6, terhadap sumbu — x positif dengan kecepatan awal yang besarnya v,

Jawab. v = vgcos Bpi + (vo sinfo—gt)j, r = (vpcos Borei + [(vo sinBo)e — %gt2].i

3
Hitunglah f A- ‘fi—A de jika A(2)=2i—j+2k dan A(3)=4i—2j+3k  Jawab. 10
2

Carilah kecepatan luas sebuah partikel yang bergerak sepanjang lintas r=a cos wti+ b sin wtj di mana
a, b, w adalahkonstanta-konstanta dan ¢ waktu. Jawab. -;- abwk.

Buktikan bahwa kuadrat periode dari planet-planet dalam geraknya mengelilingi matahari berbanding-lurus
dengan pangkat tiga sumbu panjang dari lintasan-lintasan elipsnya (Hukum Kepler ketiga)

Jiké A= (2y +3)i + xzj + (yz—x)k, hitunglah j(; A- dr sepanjang!lintasan-lintasan C berikut :
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(@). x=20%, y=1t, z=¢" dari +=0 hingga t=1,
(b). garis-garis lurus dari (0, 0, 0) ke (0,0, 1), kemudian ke (0, 1, 1) dan kemudian ke (2, 1, 1),
(c). garis lurus yang menghubungkan (0, 0, 0) dan (2, 1,1) Jawab. (a) 288/35 (&) 10 (c) 8

Jika F=(5xy — 6x%)i+ (2y — 4x)j, hitunglah f F-dr sepanjang kurva C dalam bidang xy, y =x3
c
dari titik (1, 1) ke (2,8). Jawab. 35
Jika F = (2x + )i + (3y — x)j, hitunglah f F-dr di mana C adalah kurva dalam bidang xy yang terdiri
(o]

atas garis-garis lurus (0, 0) ke (2, 0) dan kemudian ke (3,2). Jawab. 11

Carilah usaha yang dilakukan dalam menggerakkan sebuah partikel dalam medan gaya F= 3x%i+ (2xz —
»)j + zk sepanjang

(a¢) garis-lurus dari (0,0, 0) ke (2,1,3)

(b) kurva ruangx = 262, y=t z=4:> —t dari t=0 ke r=1.

(¢) kurva yang didefinisikan oleh x> = 4y, 3x> =8z dari x=0 ke x = 2.

Jawab. (a) 16 (b) 142 (c¢) 16

HitunglahfF -dr dimana F=(x — 3y)i+ (» — 2x)j dan C adalah kurva tertutup dalam bidang xy,
c

x=cost,y=3sint dari ¢t=0hingga t=2m
Jawab. 6, jika C dilintasi dalam arah positif (berlawanan arah jarum jam).

Jika T sebuah vektor singgung satuan terhadap kurva C, r = r(u), perlihatkan bahwa usaha yang dilakukan

dalam menggerakkan sebuah partikel dalam sebuah medan gaya F sepanjang C diberikan oleh C F-Tds

di mana S adalah panjang busur. v

Jika F = (2x + y?)i + (3y — 4x)j, hitunglah f F-dr mengelilingi segitiga C dari Gambar 1, (¢) dalam
c

arah yang diperlihatkan, (b) berlawanan terhadap arah yang diperlihatkan.
Jawab. (a) — 14/3 (b) 14/3.

y

Gambar 1 Gambar 2
Hitunglah £ A-dr mengelilingi kurva tertutup C dari Gamb. 2 di atas jika A = (x — y)i+ (x +y)j.
Jawab. 2/3.
Jika A =(y — 2x)i+ (3x + 2y)j, hitunglah sirkulasi A mengelilingi sebuah lingkaran C dalam bidang xy

dengan pusat di titik asal dan jejari 2, jika C dilintasi dalam arah positif. Jawab. 8w

(@) Jika A = (4xy — 3x2z%)i+ 2x2i — 2x3zk, buktikan bahwa f A-dr tak bergantung pada kurva C
C

yang menghubungkan dua buah titik yang diberikan. (b) Perlihatkan bahwa ada terdapat suatu fungsi

diferensiabel ¢ sehingga A = Vg dan carilah fungsi itu.
Jawab. (b) ¢=2x%y — x32z% + konstanta.

(a) Buktikan bahwa F = (y2 cosx +z°)i + (2y sinx — 4)j + (3xz2+2)k -adalah suatu medan konservatif.
(b) Carilah potensial skalar untuk F.
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(¢) Carilah usaha yang dilakukan dalam menggerakkan sebuah obyek dalam medan ini dari (0, 1, —1)
hingga (n/2, —1,2)
Jawab. (b) ¢=y?sinx +xz> — 4y + 2z + konstanta. (c) 15+47

4
Buktikan bahwa F = r?r adalah konservatif dan carilah potensial skalarnya. Jawab. ¢ = '—4- + konstanta

Tentukan apakah medan gaya F = 22zi + (2=y)i + (22 — x2)k konservatif atau tidak-konser-
vatif. Jawab. Tidak konservatif.

Perlihatkan bahwa usaha yang dilakukan pada sebuah partikel dalam menggerakkannya dari A hingga B
sama dengan perubahan energi kinetik pada titik-titik ini, tak bergantung pada apakah medan gayanya
konservatif atau tidak. ) )

Hitunglah f A-dr sepanjang kurva x2 +y? =1, z=1 dalam arah positif dari (0, 1, 1) hingga (1,0,1)
C
jika A=(rz+2x)i+xzj+(xy +22)k  Jawab. 1.

(@) Jika E = rr, apakah terdapat sebuah fungsi ¢ sehingga E= -V 2 Jika demikian, carilah. (b) Hitung-

r3

— 2~  +konstan
3 kons

lah f E-dr  jika C sebarang kurva tertutup sederhana. Jawab. (a) ¢ =
c
() 0

Perlihatkan bahwa (2x cosy +z siny) dx + (xz cosy — x2siny)dy + x siny dz  adalah suatu diferensial
eksak. Karena itu, pecahkan persamaan diferensial (2x cosy +z siny) dx + (xz cosy — x2siny)dy +
x siny dz = 0. Jawab. x2cosy + =z siny = konstan.

Pecahkan (a) (e~Y +3x2y2)dx + (2x%y — xe~Ndy = 0,
(b) (z—e"%siny)dx + (1 +e “cosy)dy + (x—8z)dz = O.

Jawab. (a) xe~?Y + x%y2 =konstan (b) xz + e *siny +y — 422 = konstan

Jika ¢ = 2xy2z + x?y, hitunglah f ¢ dr dimanaC.
: c

(@) adalah kurva x=¢,y=¢2, z=¢> dari r =0 hinggat=1.

(b) terdiri atas garis-garis lurus dari (0, O, 0) ke (1, 0, 0), kemudian ke (1, 1, 0) dan kemudian ke (1, 1, 1).

15

Jawab. (a) —;—gi + —i—éj +

K (b)%j + 2

Jika F = 2yi — z§ + zk, hitunglah f Fxdr sepanjang kurva x = cost, y =sin¢, 2= 2 cost
c

dari t=0 hingga t=m/2. Jawab. (2 =1 + (7= )]

Jika A = Bx+y)i —xj + (y—2)k danB = 2i —3j +k, hitunglah f (AxB)x dr mengelilingi lingkar-
c

an dalam bidang xy yang berpusat di titik asal dan berjejari 2 yang dilintasi dalam arah positif.
Jawab. 47(7i+3))

Hitunglah ﬂ A-n dS untuk tiap-tiap kasus berikut.
5

(@) A = yi + 2xj — zk dan S adalah permukaan bidang 2x + y = 6 dalam oktan pertama yang dipotong
oleh bidang z = 4

(b) A = (x+y?)i — 2xj + 2yzk dan S adalah permukaan bidang 2x + y + 2z = 5 dalam oKtan pertama.
Jawab. (a) 108 ) 81

59, Jika F =2yi —zj + x2k dan S adalah permukaan silinder parabolik v? = 8x dalam oktan pertama yang
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dibatasi oleh bidang-bidangy =4 dan z =6, hitunglah ff F-ndsS.
Jawab. 132

Hitunglah _/:/‘ A-ndS melalui seluruh permukaan S dari daerah yang dibatasi oleh silinder x> + z2 =9,

S
x=0,y=0,z=0 dan y =8, jika A = 621 + (2x+y)j — xk. Jawab. 18m.

Hitunglah ﬂ r-ndS melalui : (¢) permukaan S dari kubus satuan yang dibatasi ‘oleh bidang-bidang

S

koordinat dan bidang-bidang x = 1, y=1, z=1; (b) permukaan sebuah bola berjejari a dengan pﬁsat
di(0,0,0). Jawab. (@) 3 () 47748

Hitunglah ‘[[ A-ndS melalui seluruh permukaan dari daerah di atas bidang xy yang dibatasi oleh ke-
S

rucut z> =x? + y? dan bidang z =4, jika A = 4xzi + xy22j + 3zk. Jawab. 3207

(@) Misalkan R adalah proyeksi dari sebuah permukaan § di atas bidang xy. Buktikan bahwa luas permu-

/ )
kaan § diberikan oleh ﬂ 1+ (a—z)z + (%)"’ dxdy jika persamaan untuk S adalah z = f(x, y/,
R

(b) Lalu bagaimana luas permukaannya jika S memiliki persamaan F(x,y.z)=0?

OF.2 , ,OF.2

/i) tG) )
Jawab. ff — dxdy

- |3F|

Carilah luas permukaan dari bidang x + 2y + 2z = 12 yang dipotong oleh (8) x=0,y=0,x=1,y=1;
(b) x=0,y=0, dan x? +y? = 16. Jawab. (a) 3/2 (b) 6m

Carilah luas permukaan dari daerah yang merupakan persekutuan irisan silinder-silinder 22+y? = a? dan
%2+ 22=a2,  Jawab., 16a*

Hitunglah (2) Jq(VxF)-n dS dan (b) ffcf) ndS jikaF = (x+2y)i — 32§ + xk,
S

¢ = 4x+3y—2z,
dan § adalah permukaan 2x +y +2z =6 yang dibatasi oleh x =0, x=1, y =0 dan y =2.
Jawab (a)1 (b) 21 +) + 2k

Pecahkan soal di atas jika § adalah permukaan 2x +y +2z=6 yang dibatasi oleh x =0, y =0 dan z=0.
Jawab. (a) 9/2 (b) 721 + 36§ + T2k

Hitunglah j:f Vx2+y? dxdy melalui daerah R dalam bidang xy yang dibatasi oleh x> + y? = 36.

Jawab. 1447 %

Hitunglah ff (2x+y)dV, dimana V adalah ruang tertutup yang dibatasi oleh silinder z = 4 — x2 dan

bidang-bidang x =0, y =0, y =2 dan z=0. Jawab, 80/3
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70. Jika F = (2x%-32)i — 2xyj — 4xk, hitunglah (a) fffV-FdV dan (b) fffVXFdV. di

mana ¥ adalah ruang tertutup yang dibatasi oleh bidang-bidang x =0, y =0, z=0 dan 2x+ 2y +z =4,

Jawab. @) & ) Sg-x)
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